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AVERTISSEMENT. 


La première édition de cet ouvrage était un résumé 
de leçons professées à la Sorbonne, dans la chaire 
d'Algèbre supérieure de la Faculté des Sciences de 
Paris. La faveur avec laquelle cet essai fut accueilli 
par les géomètres m'imposait le devoir d’y apporter 
les perfectionnements dont 1l me paraissait suscep- 
tible et de combler plusieurs lacunes importantes. 

Mais quelques années après cette publication, 
quand 1l fallut préparer une deuxième édition, je 
ne pus me décider à changer le caractère du livre, 
et, sauf un petit nombre de modifications essentielles, 
je conservai la rédaction primitive, renvoyant à des 
notes placées à la fin de l’ouvrage, pour tous les dé- 
veloppements nouveaux qu’il m'avait paru indispen- 
sable d'introduire. 

Cette deuxième édition est épuisée depuis long- 
temps, et, malgré le succès qu’elle a obtenu, je n’ai 
pas cru devoir réimprimer cet ouvrage sans y appor- 


d.-ter des modifications qui en altèrent profondément 
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le caractère et qu'il me faut signaler 1c1. 
Dès que je commençai à m'occuper du travail con- 


Vas 


Pac 5 | 
QI 


VI AVERTISSEMENT. 


sidérable dont je publie aujourd’hui le résultat et 
auquel je n’ai pas consacré moins de trois années, 
je reconnus la convenance et même la nécessité de 
donner des développements beaucoup plus étendus 
à plusieurs théories importantes qui n'avaient pas 
été traitées d’une manière complète dans les éditions 
précédentes; j'avais à cœur en même temps d’intro— 
duire dans cet ouvrage les résultats de mes nouvelles 
recherches sur l’Algèbre, notamment de celles qui 
se rapportent à l’élimination, à la théorie des con- 
gruences et à celle des substitutions. Mais le cadre 
que j'avais adopté pour la première édition et que 
j'avais conservé dans la deuxième se prêtait mal à 
un si grand accroissement de matières. A la division 
en leçons, si naturelle dans les conditions où j'avais 
publié pour la première fois le Cours d’ Algèbre supe- 
rieure, 1l devint indispensable de substituer une di- 
vision plus rationnelle qui permit d’embrasser d’un 
coup d'œil toutes les théories qui se rapportent à 
chacune des diverses branches de l’Analyse algé- 
brique. 

Enfin, après avoir comblé les principales lacunes 
que l’œuvre primitive me semblait offrir, je pensai 
qu'il serait utile de ne pas reculer autant que je 
l'avais fait d’abord l’origine de l’Algèbre supérieure 
et d’y introduire un exposé des propriétés générales 
des équations avec une théorie de leur résolution 


AVERTISSEMENT. Vif 
numérique. Je réalisai cette pensée; mais alors l’é- 
tendue des matières devint telle, qu’il fallut de toute 
nécessité les distribuer en deux volumes. 

Il me reste à faire connaitre au lecteur la dispo- 
sition que j'ai adoptée. Cette troisième édition est 
divisée en cinq Sections composées chacune de plu- 
sieurs Chapitres. 

La première Secuion renferme la théorie générale 
desséquations et les principes sur lesquels repose leur 
résolution numérique; on trouvera en particulier 
dans cette première Section une théorie très-déve- 
loppée des fractions continues. | 

La deuxième Section comprend la théorie des fonc- 
uons symétriques, celle des fonctions alternées et des 
déterminants, et les nombreuses questions qui s’y 
rattachent, avec des applications importantes à la 
théorie générale des équations. 

La troisième Section a pour objet l’ensemble des 
propriétes des nombres entiers qui sont indispensables 
dans la théorie de la résolution algébrique des équa- 
tions; on trouvera dans cette Section une étude com- 
plète et nouvelle des fonctions entières d’une variable 
prises relativement à un module premier. 

La quatrième Section renferme la théorie des sub- 
shututions; elle comprend tous les faits principaux 
acquis à la science, dans cette partie difficile de 
l'analyse algébrique. 


VIII AVERTISSEMENT. 


Entin j'ai réuni dans la cenquième Section tout ce 
qui se rapporte directement à la résolution algé- 
brique des équations. 

Le titre de ce livre, qui à été conservé, indique 
suffisamment que je n'ai pas la prétention d’avoir 
composé un Traité complet sur l’Algèbre supérieure; 
cependant on reconnaîtra, je l’espère, que J'ai con- 
stitué un corps de doctrine étendu qui ne sera pas 
sans quelque utilité pour les géomètres qui s’oecu- 
pent de cette branche importante de l'Analyse mathé- 
matique. 

Il serait superflu de dire que j'ai surveillé avec le 
plus grand soin l’impression de cette nouvelle édi- 
tion, si je ne devais ajouter que j'ai été assez heureux 
pour obtenir, dans cette occasion, le précieux con- 
cours d’un des membres les plus distingués de l’'Uni- 
versité, M. Lemonnier, professeur de Mathématiques 
spéciales au lycée Napoléon. 





TABLE DES MATIÈRES 


DU TOME PREMIER. 





" Pages. 
INTRODUCTION ,.......... UT ane na Dean ee cs don We A 1 


SECTION PREMIÈRE. 


LES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES ET LA RÉSOLUTION NUMÉRIQUE 
DES ÉQUATIONS. 


re 


CHAPITRE PREMIER. 


THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. 


DOMMHOA des Iractions contes, 0, ,....4....0.. 7 
LOS LOST ÉQUE RUe e ne eU ae ue es cé paseas nee dise 9 
OO SX 12 
Des fractions convergentes intermédiaires. .................. An 2 
rene de Peleune-Inrichiot. 2,2... loose en sue ste de 25 
Résolution d’une équation du premier degré à deux inconnues, en 
nombres entiers, par la méthode des fractions continues. ...... 27 
Théorème relatif à la réduction des fractions rationnelles en frac- 
D... -...,.., evo 111149 
Condition pour que les fractions continues qui représentent deux 
irrationnelles soient terminées par les mêmes quotients, ....... 34 


CHAPITRE BE. 
DES FRACTIONS CONTINUES PÉRIODIQUES. 
Développement des irrationnelles du deuxième degré en fraction 
D MT ad ee ou so ne ME Diae à AE DEA c + " 38 


Comparaison des réduites qui répondent à des quotients complets 
égaux entre eux, dans une fraction continue périodique........ 6o 


*X TABLE DES MATIÈRES. 


Pages. 
Cas de la racine carrée d’un nombre entier...........,. ........ 10 
Sur l’application de la théorie des fractions continues à l'analyse 
indéterminée du deuxième degré. .....,......... PTE 1 
CHAPITRE HIT. 
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 
Des expressions imaginaires....... as nh acier de 0 fn NOR DR 85 
Des fonctions entières....... NS TER RS sn: CORTE 90 
Développement de la fonction entière f(z+ A) suivant les puis- 

SAN CBS M6 Bees Mas eimmbe es: she 0e En Ces 95 
Principe fondamental de la théorie des équations................ 97 
Limites des modules des racines...........,.... 5% s RC RER 109 
Détermination du produit. des facteurs linéaires communs à deux 

polynômes donnés Mme À, FEMME RNS ASPECT PET MAR Te 
Des fonctions entières dans lesquelles plusieurs post linéaires 

sontiépaux* peut dec os upon sado à Se puits le one ele: eee 110 
Propriété des dérivées des pépins entières..... «5 » na 540 RSS : 113 
Théorème de-Cauehy EPL RE INC OR PET 
Transformation des équations. ......... rss cute 2. de De RES 131 

CHAPITRE IV. 
DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES ET DE L ÉLIMINATION. 
De l'élimination $ 4408 ie Men, RER, OO RRRRSIRRRES 141 
Sur lé nombre des termes que peut contenir une fonction entière 

d’un’ dégié donné... ee TR 142 
Du nombre des termes d’une fonction entière qui ne sont pas divi- 

sibles par des puissances données des variables... :... LR. 148 
Réduction d’une fonction entière de plusieurs quantités assujetties à 

satisfaire à un pareil nombre d’équations données........ SLAVE 
Élimination de 7 —1 inconnues entre x équations algébriques. — 

Théorème de Bezout relatif au degré de l’équation finale. ...... 193 
Sur la résolution des équations algébriques simultanées. ......... 158 
Remarque sur la méthode d'élimination de Bezout. — Méthode 

d'Eulenus, 26,4, 6e 00 RE, 2000 CNE RE 163 
Cas de trois équations du deuxième degré à trois inconnues..... + “166 
Sur les équations simultanées dans lesquelles les coefficients ont 

des valeurs particulières déterminées. .......... RP “10e Her 70 


Théorème relatif au degré de multiplicité des solutions de deux 
équations simultanées à deux inconnues....,.,,.,........s....e 


187 


TABLE DES MATIÈRES, 


Application de la théorie du plus grand commun diviseur à la 


recherche des solutions communes à deux équations à deux 
PORTE PMNOITANOQU. EL AL 


Théorème de M. abat 
Application de l'élimination à la transformation des équations.. 

Sur la recherche des diviseurs des fonctions entières d’une variable. 
_ Sur l’abaissement des équations 


CHAPITRE V. 


PROPRIÉTÉS DES RACINES DE L'UNITÉ. 


Propriétés des racines de l’équation binôme z”— 1. — Des racines 
primitives et de leur nombre. .......... da 


Application de la méthode d’abaissement des équations réciproques 
à l’équation binôme 


CCC 


g—1 





Démonstration d’une propriété remarquable de l'équation 
q 


où p désigne un nombre premier. . .. 


CHAPITRE VI. 


XI 


Pages. 


204 
210 
213 


219 


233 


240 


DE LA SÉPARATION DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 


De la résolution numérique des équations ° 
Limites des racines réelles d’une équation à coefficients sé #1 
Théorème relatif aux résultats de la substitution de deux nombres 
quelconques à l’inconnue 
Théorème de Descartes. 
PRO Ne do BUdAn Re che de 
Théorème de Rolle... 
Théorème de Sturm ds 
Des conditions de réalité de toutes les racines d’une équation de 
ATOUT OEM SSSS  REe 
Extension de la méthode de Été 
Application de la méthode de tem à sis détermination du nombre 
qui exprime combien une équation quelconque a de racines 
réelles ou imaginaires dans l’intérieur d’un contour donné 
Premières recherches sur la séparation des racines réelles des équa- 
tions numériques. — Emploi du théorème de Sturm 
Méthode de Fourier pour la séparation des racines. 
Séparation des racines imaginaires. . 


1... 


dis delr)ias shpteloioge 


245 
246 


292 
254 
261 
267 
273 


279 
281 


288 
2093 
301 
319 


XII TABLE DES MATIÈRES. 


CHAPITRE VII. 
DU CALCUL DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 


* Recherche des racines commensurablés des équations à coefficients 


rationnels...... sde 2. TRE ee tele TT RE 
Théorie des différences... 4.5.4: LT à ab aise PE 
Application à un exemple.............. sur y DTA RER HT 
Méthode d’approximation de Newton. ....... ds OUEN 
Complément de la méthode de Newton...,........ ds d5 6 ST TUE 
Méthode d’approximation de Lagrange. ...... + RER se 01: ANR 


Du calcul.des racines imaginaires. 44,.,.0.24-06 NP 


SECTION IL. 


LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 


; CHAPITRE PREMIER. 


THÉORIE DFS FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 


Des fonctions symétriques ERREUR PNA? 
Formules de Newton pour le estétl des sommes à puissances sem- 

blables des ‘racines d’une équation rm ee A - 
Usage de la division algébrique pour le même objet.............. 
Détermination des fonctions symétriques doubles, triples, etc., des 

racines d'une ‘équation... MUST ee de se ES Le 
Méthode de Waring pour calculer une fonction symétrique ration- 

nelle et entière des racines d’une “rie Net ……. 
Méthode de :Ganchy tee <Ett.  SREREP OUR ss SUPER A DE 
Application de la méthode de Cauchy : a'un EXEMPIE. ALT ES 


formation de l’équation de laquelle dépend une fonction ration- 
nelle et non symétrique des racines d’une équation donnée..... 


Équation aux carrés des différences.......,............,.. ME 
Sur la forme des fonctions rationnelles d’une ou de plusieurs 
racines d’une équation. ....... Siren e sue des de So CE 
Méthode d’élimination fondée sur la théorie des fonctions symé- 
triques.. . ...,, À 15 RATE ONE. PRE PAPE Se 


Théorème de Lagrange sur les conditions nécessaires pour que deux 
équations aient plusieurs racines communes...,.......,..,.... 


Pages. 


317 
323 
335 
339 
342 
348 
365 


373 
376 


378 


381 


TABLE DES MATIÈRES. XIII 
Pages 
Méthode de Tschirnaüs pour faire disparaître autant de termes que 
LORveUt d'une dquationt .oh, éninom ils «en 08 AA Un SUD .i1}420 
ARenraNer de la méthode de Tschirnaüs à RE à du cinquième 


A  -..: RUES. ci ENTER EP PES TR 425 


CHAPITRE IL 


FORMULES GÉNÉRALES RELATIVES A LA THÉORIE DES FONCTIONS 


SYMÉTRIQUES. 
Formule de Lagrange. ..... RARE PP EN RE de x Ah "A DIE 
Expression de la somme des puissances ban des racines 
d’une équation en fonction des coefficients. ................... 44x 
Application à l'équation du deuxième degré........ Bree danoél CE 


Sur l’expression d’une fonction symétrique d’ordre quelconque des 
racines d’une équation, en fonction des sommes de puissances 
semblables des racines. .......... A LL E PM SOLE LS at A Feet 447 

Détermination des coefficients d’une équation en Drétion Hg 
sommes de puissances semblables des racines............,.,... 456 

Méthode nouvelle pour former le dernier terme de l’équation aux 


commis ifiéronces A /3. JMS, AU HN A, SA rer) 7 
Démonstration nouvelle de la formule de Lagrange, ....... tisse 107 
Applications de la formule de Lagrange..... LOEEE DRE tps dre 477 


CHAPITRE III. 


DIGRESSION SUR LA DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES 
ET SUR LES SÉRIES RÉCURRENTES. 


Théorie de la décomposition des fractions rationnelles en fractions 


FT PONRRNESRERRERE" PES RRANE E HR NE CRUE NE LORS er 48: 
Cas d’une fraction rationnelle dont le PE DA IAE n’a que des 

iACtenrs S1MpIES, 4...» Ps AU ER be chute Le 0 RNA ss atior487 
Méthodes pour effectuer la décomposition d’une fraction rationnelle 

dans le cas général. ............. nn RAR AT A APT CL 
Forme nouvelle de ion d’une fonction Éiuralle décom- 

posée en fractions simples........... M TE vanter id 


Mode particulier de décomposition pour les fractions rationnelles 
et réelles dont le dénominateur a des facteurs linéaires imagi- 


MR RE lee nan thai. ce RME d'où JR. de hi mi2408 
Conditions pour que l'intégrale d’une différentielle rationnelle soit 
algébrique. . .... ASrE 000 000 0900007030. à 504 


Application à un problème de Géométrie,,..,,,,,,..,.,,..,.,:+. 307 


XIV TABLE DES MATIÈRES. 


Pages. 

Détermination d’une fonction rationnelle par le moyen des valeurs 
qui répondent à des valeurs données de la variable, ........ ss. Dit 
Des séries récurrentes.......,......... 8. 2 EE et ge 517 


CHAPITRE IV. 


DES FONCTIONS ALTERNÉES ET DES DÉTERMINANTS. APPLICATION 
A LA THÉORIE DES ÉQUATIONS. 


Des fonctions alternées..".4.2..0,92.5. PERTE LE RE LE ne 523 
Des déterminants. ...3..:.. oct css 083 AUPECENE 0 : . HINNDIS 
Des fonctions entières et homogènes de deuxième degré. .....:... 542 
De la fonction adjointe........ viélassiére lé. NS APT  ET éhuspar .. 549 
Remarque sur la réduction à une somme de carrés:.,....,..:.... 558 
Théorème relatif aux fonctions eutières et homogènes du deuxième 
degré à coefficients réels, .+., .4,5%1% je. opnlen pré. Cut, BOT 
Théorème de M. Sylvester relatif aux fonctions auxquelles conduit 
l’application du théorème de Sturm........ Mive T8k. MUtIR «=. 566 
Application du théorème de Sturm à une pese remarquable 
d'équations algébriques. ......,... ed. dose oL ut PPE 22. 203890 


Méthode de M. Hermite pour déterminer le fra be des racines 


réelles d’une équation qui sont comprises entre deux limites 
données, ......….. ur secs nMAVORE: O8: SÉNUIIO). SE PRE PRE EN 581 


CHAPITRE V. 
DÉVELOPPEMENTS RELATIFS A LA THÉORIE DE L'ÉLIMINATION. 


Des fonctions symétriques et rationnelles des SOTAUIPES communes 


à plusieurs équations.......... tt Sn al ah 2 Suede El «7 ei 
Extension de la méthode d’élimination par les fonctions symé- 
triques au cas d’un nombre quelconque d’équations........... LUDO] 


Théorème de Bezout sur le degré de l’équation finale.....,...... (603 
Développement d’une fonction algébrique implicite en série ordon- 


née suivant les puissances décroissantes de sa variable.......... 6o6 
Formation de l'équation finale qui résulte de l'élimination d’une 
inconnue entre deux équations à deux inconnues. — Nouvelle 
démonstration du théorème de Bezout. — Somme des racines de 
L'ÉMRAMOMIRALE OEM CS OMR NN IE FE «de 110 LAS 1 6 


Développement, en séries ordonnées suivant les puissances décrois- 
santes de la variable, de plusieurs fonctions algébriques définies 
patautant d'équatiüns.. 0 MO ee OT 2: 

Formation de l’équation finale qui résulte de l'élimination de deux, 
trois, etc., inconnues entre trois, quatre, etc., équations. — Nou- 


TABLE DES MATIÈRES. 


velle démonstration du théorème de Bezout, — Somme des racines 
derfequation-finale, .7..,..%. 1... br cé MÉEÉ AA lee 
Démonstration d’une formule de Jacobi. ....... ............... 


Application de la théorie précédente à une question de Géométrie. 
Sur l'élimination d’une inconnue entre deux équations dont les 
coefficients ont des valeurs particulières quelconques........... 
Cas particuliers du développement d’une fonction algébrique 
implicite en sérié ordonnée suivant les puissances croissantes de 
men de see sé ee me te à N frateee NA cu NT se 
Formation de l’équation finale qui résulte de l’élimination d’une 
inconnue entre deux équations quelconques à deux inconnues. — 
Détermination du degré de l’équation finale..... ae 


FIN DE LA TABLE DES MATIÈRES DU TOME PREMIER. 


XV 


l'ages. 


626 


632 
632 


639 


À 


+ 























CE SAIT pire 7 détter 
PT. Lee br Le RTS tre Ps Re Le 
À noue de EEE Le PMU SE 2h 
ex PTE TORPE De à CR 
{ad to CITE AN dE | 
LÀ. 7: RER . PAU Ve AR: 
2: sgivitsin to irmal sf 
je 5D sorcnriotx 209408 
7 2 ? À} LEE [Vas AE 
At : PNEU c OMR NES Le 16.4 “Eine à ed AV 
Li bé D a ltonnniit sl tu nn lp ofnndk ny 
+ "né 7 dure sen jf À epofe Re Ra pr a * 
of& Fibre “2% D à sis aol 
}s Lmaatié LUE , ru a udiae Dr à 
TR FRAC Br. 1 Prhtts ri pre Loupe A 
FRA L re 0 0e NT Nplbe runs CA 
Ce GA re) DELTA TURN LOU $É Fe RU 
l'obite de. fr, 624 end Pise PF | 
pèse sup, Fer Migiarré ns Lord Sato - : 42 TEE 
jt Ras 14 MA” fée sr M, Vol Sie AU EL ds Lan ne 1 
 , Péfshariente, défis Pass Ur. Liitte re, n! CR ke à 
| A CORTE ans - pue date St, 1 Co. | 
En ru y Der Pr EL 4 ht anrte ape M 
pr ù vil x (a Pt + 
HAPANEERR No 
jà TT { rh'ad ds der CR dur ue à à Rs } 
51 REP wa F Ke He we idee 4 ét 
* 00 Pet CAMES à à 
"M NN Hu. 2 its de | UT NOT 
DOS PR RN UE CAES CS Ad 
At Ari D UT SRE | ner que. Mt, M 
drap ae à cg haioine edit Pr 
DS Qu À Pur 6 ALL RL 1 LAERL. % ik 
CPE ETS COLIS URSS “ NES Ps: Sa 
DT D RS | drap | 
PRNTT ŒIL) Nés re 
5° à" Ni ke À r c | Pb : Ne. 
Ta à + 4 nl T2 dre M Fr + ñ 10 F 
PET noté: Gen, Er pe ee «2 


on a" hr ur 14 + . AL. + M 4 
à LUN EE r.4 AT LOT SNS pr € ru 4 


Lu do NN 0 Mer be 
x AT 





COURS 
D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


L’Algèbre est, à proprement parler, l Analyse des 
équations; les diverses théories partielles qu’elle com- 
prend se rattachent toutes, plus où moïns, à cet objet 
principal. À ce point de vue, l’Algèbre peut se diviser en 
trois parties bien distinctes : 

1° La théorie générale des équations, c’est-à-dire 
l’ensemble des propriétés qui sont communes à toutes les 
équations ; 

2° La résolution des équations numériques, c’'est- 
à-dire la détermination des valeurs exactes ou appro- 
chées des racines d’une équation dont les coefficients 
sont donnés en nombres; 

3° La résolution algébrique des équations, c’est- 
à-dire la détermination d’une expression composée avec 
les coefficients d’une équation donnée, et qui, substituée 
à l’inconnue, satisfasse identiquement à cette équation, 
soit que les coefficients de l'équation proposée soient 
numériquement donnés, soit qu'étant simplement con- 
sidérés comme connus, ils restent indéterminés et repré- 
sentés par des lettres. 

Sans prétendre faire ici l’histoire complète de lAl- 
gèbre, je crois devoir, dès à présent, donner un aperçu 
des principaux résultats acquis à cette partie de la science 
que nous allons étudier. 

I. I 


2 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Il serait difficile de dire à qui nous devons la résolution 
des équations du second degré : elle se trouve dans le 
livre de Diophante, et, comme le fait remarquer Lagrange 
dans son Traité de la Résolution des équations numé- 
riques, elle ressort naturellement de quelques proposi- 
tions d'Euclide. Luc Paciolo, qui publia en 1494, à Ve- 
nise, le premier livre d’Algèbre paru en Europe, ne fait 
aucuné mention de Diophante, et laisse supposer que les 
algébristes italiens avaient appris des Arabes ce qu'ils 
savaient d'Algèbre, c'est-à-dire la résolution des équations 
du premier et du deuxième degré. 

La résolution des équations du troisième degré est due 
à deux géomètres italiens du xvr° siècle, Scipion Ferrei 
et Tartaglia; maïs on ignore par quel chemin ils y ont 
été conduits, et la formule qui représente les trois racines 
de l'équation du troisième degré est communément appe- 
lée formule de Cardan. 

C’est aussi à un géomètre italien, Louis Ferrari, dis- 
ciple de Cardan, que l’on doit la résolution de l’équation 
du quatrième degré. Depuis, plusieurs méthodes que 
nous indiquerons successivement ont été proposées pour 
la résolution des équations du troisième et du quatrième 
degré; mais Lagrange a montré, dans un célèbre Mé- 
moire inséré parmi ceux de l’Académie de Berlin pour 
1770 et 1771, que ces méthodes, diflérentes en appa- 
rence, reviennent toutes, au fond, à faire dépendre la 
résolution de l'équation proposée, de celle d’une seconde 
équation qu'il appelle résolvante, et dont la racine est 
composée linéairement avec celles de la proposée et les 
puissances d’une racine de l’unité du même degré. En 
cherchant à généraliser cette méthode, à l’étendre à 
toutes les équations, ce grand géomètre a montré qu'au 
delà du quatrième degré l'équation résolvante était d’un 
degré supérieur à celui de la proposée, et ne paraissait 
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pas, en général, susceptible d’abaissement. Il a enfin 
expliqué clairement, par cette analyse, à quelle circon- 
stance est due la résolubihté des équations des quatre 
premiers degrés, circonstance qui ne se présente plus au 
delà du quatrième degré. 

Toutefois, la méthode de Lagrange peut être employée 
utilement dans la résolution des équations binômes, ou, 
ce qui revient au même, des équations dont dépend la 
division de la circonférence du cerele en parties égales. 
La résolution de ces équations avait été effectuée anté- 
rieurement et pour la première fois par Gauss, à l’aide 
d’une méthode imgénieuse fondée sur les relations qui 
existent entre les diverses racines de l’équation binôme, 
et sur la considération des racines primitives des nombres 
premiers. 

Abel, généralisant les résultats obtenus par Gauss, a 
montré ensuite que si deux racines d’une équation irre- 
ductible sont tellement liées entre elles, que l’une puisse 
s'exprimer rationnellement par l’autre, l'équation est 
soluble par radicaux, si son degré est un nombre premier, 
et que, dans le cas contraire, sa résolution dépend de celle 
d'équations de degrés moindres que le sien. C'est là un 
des plus beaux résultats dont l’Algèbre se soit enrichie de 
nos jours. Abel a fait, dans son Mémoire, l'application 
de sa méthode aux équations binômes, et a apporté quel- 
ques simplifications à l'analyse de Gauss. 

Voilà donc une classe assez étendue d'équations dont 
les raciñes peuvent être exprimées par des radicaux ; mais 
ces équations, étudiées par Abel, sont-elles les seules qui 
possèdent cette propriété? Dans quel cas, en un mot, une 
équation peut-elle être résolue algébriquement? Cette 
question difhcile a été résolue complétement, au moins 
pour les équations irréductibles de degré premier, par 
Évariste Galois, ancien élève de l’École Normale, et l'un 

11. 
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des géomètres les plus profonds que la France ait produits. 
Dans un Mémoire présenté à l’Académie des Sciences 
en 1831, et publié en 1846 par les soins de M. Liouville, 
Galois a, en effet, démontré ce beau théorème : Pour 
qu'une équation irréductible de degré premier soit soluble 
par radicaux, il faut et il suffit que, deux quelconques 
des racines étant données, les autres s’en déduisent ra- 
tionnellement. Ce résultat important a été le point de 
départ des recherches auxquelles se sont livrés depuis sur 
cette matière MM. Hermite, Kronecker, Betti, et plusieurs 
autres géomètres éminents. 

Enfin, quant aux équations dont lés racines sont des 
quantités quelconques n’ayant entre elles aucune dépen- 
dance, c’est-à-dire dont les coeflicients restent indéter- 
minés, leur résolution générale est impossible au delà du 
quatrième degré. Cette proposition importante, énoncée 
par Ruflini, a été mise hors de doute par les travaux plus 
récents d’Abel. 

Tels sont les travaux les plus importants qui aïent été 
entrepris sur la résolution algébrique des équations, et 
dont jai cru devoir faire ici l'indication succincte. 

Quoique j'aie surtout en vue, dans cet ouvrage, les théo- 
ries qui se rapportent à la résolution algébrique des équa- 
tions, je n’en crois pas moins utile de reproduire ici les 
principes qui sont le fondement de la théorie générale 
des équations et sur lesquels reposent les méthodes em- 
ployées pour leur résolution numérique. 
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LES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES ET LA RÉSOLUTION 
NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS. 
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SECTION PREMIÈRE. 


LES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES ET LA RÉSOLUTION 
NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS. 





CHAPITRE PREMIER. 
THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. 


Définition des fractions continues. 


1. Désignons par x une quantité positive, rationnelle 
ou irrationnelle, et posons 
(1) = a+ +0 Li = A4 + See Pied + En re 

L, La 1. 
4, &i, &3,... étant les plus grands entiers qui soient 
contenus dans x, Xi, Xo,... respectivement. Le premier 
de ces nombres a peut être nul, mais chacun des sui- 
vanis est au moins égal à r. 

Si la quantité x est rationnelle, l’un des nombres de la 
suite X, Xi, Los... Sera entier, et il terminera la suite, 
car le nombre suivant serait l'infini, d’après la loi de for- 
mation. Pour justifier cette assertion, supposons que l’on 
ait 

Fo. 
av ro 
À et À, étant des entiers premiers entre eux. Soient A:, 
A3,..., À,, 1 les restes successifs auxquels conduit la re- 
cherche du plus grand commun diviseur des nombres A 
et À,, et a, &,..., 4,1 les quotients fournis par cette 
opération; On aura 


A —A,a + À), Ai=A:a+A3,...s Ayn = Andy +1, 
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d’où, par la définition des nombres x, x:,..., 


: À, I 
L=A+—s, M4 os T1 = An Es 4 = A, 
A, A: A, 


Mais si la quantité x est irrationnelle, aucun terme de 
la suite x, X1, X°,... ne sera entier ni même rationnel, 
et l’on pourra en conséquence prolonger cette suite indé- 
finiment. En effet, si quelqu'un desnombresx,x,,x2,... 
est rationnel, il est évident que tous ceux qui le précèdent 
le sont aussi. 

Si l’on élimine les quantités x,, æ:,..., x,_, entre 
les 7 premières des égalités (1), la valeur de x prendra 
la forme 


(2) TA + 
+ ———— 
Fe I 
dam 


I 
An Tes 


nm 


lorsque x est un nombre rationnel, il existe, comme on 
vient de le voir, une valeur de 7 pour laquelle x, est © ; 


: à I k 
on peut alors supprimer la fraction — dans l'expression 


"nr 


précédente. Il n’en est plus ainsi lorsque x est une quantité 
irrationnelle, mais il sera démontré qu'après la suppres- 


e : 1 
sion de la fraction — ; le second membre dela formule (2) 


Th 


converge vers la valeur de x quand on fait croître le 
nombre 72 indéfiniment. 

Nous sommes ainsi conduits à étudier les expressions 
de la forme 


(3) A+ ——— 


‘2 Pr pt VE 


CZ : 


As + 


Où &,. di, 4), désignent des entiers positifs dont le 
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nombre-est limité ou illimité, et parmi lesquels le pre- 
wier seulement peut être zéro. On donne à ces expres- 
sions le nom de fractions continues. 

Lorsqu'on réduit ainsi une quantité x en fraction con- 
tinue, on donne le nom de quotients complets aux quan- 
tités Æ, Xi, Xe, ... dont les valeurs sont fournies par les 
formules (1); les entiers &, 4,, a,,... contenus respecti- 
vement dans les quotients complets sont dits quotients 
incomplets. Enfin on nomme fractions convergentes ou 
réduites les valeurs que l’on obtient quand on arrête la 
fraction continue à un quotient incomplet quelconque. 
Ainsi, dans la fraction continue (3), & est la première 


a. I Le I 
réduite, a + — est la deuxième, a+ Far Sr est Ja 
a : 
| &; + RE: 
2 
troisième, et ainsi de suite. 

On considere, dans certaines questions d'analyse ma- 
thématique, des fractions continues plus générales que 


celles dont il vient d’être question et qui ont la forme 


Œ\ 


(eÆ 
dy +. 
29 
@, Ay, Any; Lis Mo, , étant des quantités quelcon- 
ques. Mais ces expressions nouvelles ne sont d'aucune 
utilité pour l’objet que nous avons en vue, et il n’en sera 
point question dans ce qui va suivre. 


De la formation des reduites. 


2. La première des formules (1) donne 


ax; + I 
El ES UT 


(4) = 


Ti. 
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F A1 Ce TE QU, 
et si l’on remplace x, par la valeur tirée de la 
Lo 


+ 


deuxième formule, il vient 


(5) ,—(Gmti)m+a, 


dl; HI 





on peut de même remplacer le quotient complet x, par sa 
valeur tirée de la troisième formule (1), et ainsi de suite. 
En général, la valeur de x, exprimée par le moyen du 
quotient JE XLh_1, aura la forme 


Pis Ln—1 “h Pr 
? 
Q:e Tai + Qx2 





(6) SL È= 


Pois Qi, P,+, Q,+ étant des nombres entiers. En 
effet, on vient de voir qu'il en est ainsi lorsque 2 — 1 est 
égal à r où à 2; et en conséquence, pour justifier notre 
assertion, il suffit de constater que si elle s’applique au 
quotient x,_;, elle subsiste aussi pour le quotient x,. Or, 
en remplaçant, dans la formule (6), x,_, par sa valeur 
Rue AE as il vient 


ñn n 

re Pie dr + Di Ln + Pa d 

LA (Qu (4 PORTES nu Q7>) La + Q:: | 

notre proposition est donc établie. On voit en outre que, 
si l’on pose 


(7) P, — P,_ An + PIS 5) Q, — QE ln Lis QE, 





l’expression précédente de x préndra la forme 
F; Li et- Pret 
Q: Ln + Que 


et celle-ci se déduit de l'expression (6) par le changement 
de 7 en n +1. 

Pour avoir la réduite de rang #, il est évident qu'il 
suffit de remplacer, dans la formule (6), le quotient com- 


(8) = 
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plet x,_, par le quotient incomplet correspondant a, : 
on voit alors, par les formules (7), que cette réduite a pour 


LL] 


valeur 





- Au reste, il faut remarquer qu’on peut l'ob- 


ñn 


tenir aussi en remplaçant x, par © dans la formule (8). 
Les formules (7) peuvent donc être employées pour cal- 
culer le numérateur et le dénominateur des réduites suc- 
cessives, et on peut énoncer à ce sujet la proposition sui- 
vante : 

Le numérateur de la réduite de rang n est égal au 
produit du numérateur de la réduite de rang n —1 par 
le n°"* quotient incomplet, augmenté du numérateur 
de la réduite de rang n —2. Et de méme le dénomina- 
teur de la n°"* réduite est égal au produit du dénomina- 
teur de la réduite de rang n—1 par le nième quotient 
incomplet, augmenté du dénominateur de la réduite de 
rang n — 2. 

L'application de cette règle exige que les deux pre- 
mières réduites aient été formées; on a, par les for- 


mules (4) et (5). 


mais si l’on pose 
P, — 1 , Q; es O s 


les formules (7) seront vérifiées pour n == 2; d'ou il ré- 


se A, LE 
sulte que l’on fera rentrer la deuxième réduite — dans 


2 
“ / , . . ? « » . | LA 
la règle générale, en introduisant la réduite fictive Ga 
0 
que l’on peut regarder comme occupant le premier rang 
dans la suite des réduites; c’est ainsi que nous procéderons 
P 


désormais, et, en conséquence, 0, représentera la réduite 


n 


de rang 7 + 1. Au moyen de cetle convention, on peut 
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disposer comme il suit le calcul nécessaire pour la forma- 
ton des réduites : 


a «, 4, d, d, | 4 

cm cmanmmmpesrnnetien | emmemcmmemmemsems | sms. | 2  —— 1" .————— ——— 
1 a aa; + 3Y 
(s) I a, 


Les quotients incomplets a, &,,@:, a3,... sont écrits sur 

une première ligne horizontale. Au-dessous des deux 

premiers quotients & et a,, on place les deux premières 
1 


?» . il a . , 0 e 
réduites —; —; on forme ensuite chacune des réduites sui- 
O I 


vantes, en opérant conformément à la règle, et on écrit 
le résultat au-dessous du quotient qui lui correspond. 


Proprietés des réduites. 


3. THéorëme I. — Les réduites étant supposées for- 
mées d'après la règle précédente, a désignant gé- 
à 
néralement la réduite de rang n +1, ona 
PO SORP ES (— nn. 
En effet, soit a,_, le n'°"° quotient incomplet, on aura 
DES RP ET: + Pr NO QE ARIANE 


si l’on ajoute ces égalités après avoir multiplié la première 
par Q,_; et la seconde par —P,_,, il viendra 


(P, 1 20 F= Q, B;;-r1 = — APS Q,_> ES [CARE RE ] 
ce qui montre que la quantité 


( FRE le (BE; Qr TE Q; py: } 


a la mème valeur, quel que soit 72; mais cetté quantité 
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est égale à 1 quand 27 —1, car Q,—=0o et Qi = P,— 1; 
donc elle est égale à 1, quel que soit n. 


CorozLarRe I. — Les nombres P, et Q, sont premiers 


LE ne.) 
entre eux, et en consequence la fraction — est trréduc- 


tible. - 


L'égalité qu’on vient d'établir prouve effectivement 
que les nombres P, et Q, ne peuvent avoir aucun divi- 
seur commun autre que l’unité. C’est en raison de cette 
propriété que l’on a donné le nom de réduites aux frac- 
tions Pa, 

Q 

CorozLarrEe Il. — La différence entre deux réduites 
consécutives est égale à une fraction qui a pour: numé- 
rateur l’unité, et pour dénominateur le produit des 
dénominateurs des deux réduites. 


En effet, si l’on divise par le produit Q,Q,_; l'égalité 


qui fait l’objet du précédent théorème, il vient 


NT bn 
Q; Qu: La Q, Qu: 


4. Taéorkme Il. — Sr lon réduit une quantité quel- 
conque x en fraction continue et que l’on forme les ré- 
duites successives, la valeur de x sera toujours comprise 
entre deux réduites consécutives et chaque réduite ap- 
prochera plus de x que la réduite précédente. 


Bai da: 
En effet, G. étant la réduite de rang 2 + 1,et x, le quo- 


n 


tient complet correspondant, on à 


sinps l'y ms Pa D 


DÉS se ES 
o, Th ve 5 QS 
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Si l’on résout cette équation par rapport à x,, on trouve 
P, 
| 6 PE 


P; 
— — X 


Qsr 4 


Cette formule montre : 1° que les différences x — 


Qu. 


), + — PE, : 
TL er Ne a ML d’où L'h EE 
P,— Q, TL Qui 


n—1\ 





n—1 


Pa A , JERA Re , 
et — — x sont de même signe, d’où il résulte que x est 


n 


n—\ 


P; 
et —; 2° que la valeur absolue de la 


Qui  Qn 


seconde différence est moindre que la valeur absolue de 


Qu 


n—\ 
forme le premier membre de la formule précédente, sont 
l’une et l’autre supérieures à l'unité. 





comprise entre 


la première, car les quantités et x,, dont le produit 





9. TaéorÈme III. — S5 l’on réduit une quantité quel- 
conque x en fraction continue, la différence entre une 
réduite quelconque et la valeur de x sera moindre qu'une 
fraction ayant pour numérateur l'unité et pour dénomi- 
nateur le produit des dénominateurs de la réduite consi- 
déree et de la réduite suivante. 


En effet, d’après le théorème IT, x est comprise entre 


, . B je 11 , . , 
les deux réduites 5 et Q,. ; par conséquent, la différence 
CTI n 


3 RE Lee P 
est moindre que la différence entre — 


O1 Q, 


—; mais, d'après le théorème I (corollaire IT), cette 


n—1 
| (— I ge 


dernière différence est égale à Go, 
n—1 n 


par Ô une quantité comprise entre o et l'unité, on pourra 


n—1\ 





entre x et 





\ 
et 


; si donc on désigne 


écrire 
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Comme Q, est supérieur à Q,_,, on a aussi 


Pt 
3 tr 


e) 
OÙ  Quir— PP, —(—1) —, 


aie 


TE — 





== (— Ï }* ms 

Qi1 
6 désignant encore une quantité comprise entre o et 1, 
mais qui n'a pas ici la même valeur que dans la précé- 
dente égalité. 

Cette dernière formule exprime que si l’on prend une 
réduite quelconque pour valeur approchée de la quan- 
tité x, l’erreur commise sera moindre que l’unité divisée 
par le carré du dénominateur de la réduite. 


REMARQUE. — On peut encore démontrer le précédent 
théorème en partant de la valeur de x exprimée en fonc- 
tion du quotient complet x,. On retrouve par ce moyen 
la limite supérieure que nous venons d’assigner à la dif- 

n—1 


/ 
férence (— sa à (4 25 ne . et on obtient en même temps 


n—! | 


/ 


une limite inférieure de la même différence. Cette der- 
nière limite a moins d'importance que l’autre, mais elle 
mérite cependant d'être mentionnée. On a 


Pi PRALT P; Th 2 à Pi Phi AR À LP, Q> ru Q; P2,) Th 
Das Qi Qu OR QE Qi) 








TX — 








ou, d'après le théorème Î, 


LR (— I }' 


LL — — — . 


Ne PO. (a. += o...) 





Or x, est compris entre 1 etc ; donc la différence 


n—i 





X — est comprise entre 
n—\ 
er IE ve Li 
Q: Q, Qi (Q, ne Qu 


16 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 

CoroLLarre. — $2 la quantité x est irrationnelle, on 
pourra toujours former une réduite qui différera de x 
d'une quantité plus petite qu'une quantité donnée &. 


En effet, pour être assuré que la différence entre x et 


n—1 


la réduite 





est inférieure à €, il suffit que l’on ait 


n—1 


I il 
et, OUT 
<71—1 VE 

et puisque les nombres entiers Q;, Q2, Q:,... croissent 
sans limite, on voit que l'inégalité précédente sera véri- 
fiée si l’on prend une valeur de 7 suffisamment grande. 


À A CE Pe 2 I : 
6. La première réduite Q, étant — ou , et la deuxième 
à oO 


b ’ ’ A e »” 
— étant égale à a, on voit qu’on peut énoncer la propo- 
{ 


sition suivante qui résume les résultats principaux que 
nous avons obtenus : 


Lorsqu'on réduit une quantité quelconque x en frac- 
tion continue, les réduites de rang pair, toutes infé- 
rieures à x, forment une suite croissante, tandis que les 
réduites de rang impair, toutes supérieures à x, forment 
une suite décroissante. Ces deux suites se terminent 
quand x est un nombre rationnel; mais, dans le cas con- 
tratre, elles sont illimitées et Les réduites de chacune 
d'elles convergent vers la valeur de x dont elles se rap- 
prochent indéfiniment. 


C’est en raison de cette propriété que les réduites ont 
reçu le nom de fractions convergentes, On voit que si a, 
did, A3, .. désignent les quotients incomplets obtenus 
dans la réduction de x en fraction continue, il est permis 


. À 
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d'écrire 
DEA + 
ai + 


I 
A + ., 


4 


puisque l’expression contenue dans le second membre de 
cette formule tend vers une limite égale à x, quand le 
nombre qui marque le rang du quotient auquel on la 


s r e ,’ . » . Fe, 
suppose terminée augmente indéfiniment. La réduite — 


Q: 


a pour valeur 


P, P, p. ŸP, P, P, p°: 1 
sun in ü ce sasagh 


et, par suite, la quantité x est la limite de la série conver- 








gente 
re De M LH 
a D Pis EST ET . . e ET . - LA] 
Q, Q: Q: Q, Qu: Q, 

52604 k D fade Rnb At 
7. Tuéorzme IV. — Si une fraction irréductible . 
à , . » . PP, pa 
est comprise entre deux réduites consecutlives Q , Q,’ 
n—1 n 


le dénominateur B de la fraction est supérieur au déno- 
minateur de chaque réduite. 


Ê Â r e |: P, 
En effet, la fraction g Stant comprise entre —— et —; 


Qi 1 Q, 
les deux différences 


Pre P, FE: 


, ue 


Os: Q, Qu l 








A 
B 


sont de même signe, et la valeur absolue de la première 
différence est inférieure à la valeur absolue de la seconde. 
I, > 


18 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 





Or celle-ci est égale à un donc on a 
À pe 
fre 
B  Q:… Qui Qu 
ou 
{ n B . 
LS da 1) (AQ;:_: — BP,_:) Q;” 


le premier membre de cette inégalité est un entier qui, 
par hypothèse, ne se réduit pas à zéro, et l’on a, en con- 
séquence, 


Dr 0% 


Le nombre B est, à plus forte raison, supérieur à Q 


n—1° 


CoroLLaire. — Chaque réduite d’une fraction conti- 
nue x approche plus de la valeur de x que toute autre 
fraction dont le dénominateur est moindre que celui de 
la réduite. | 


En effet, si la fraction irréductible : approche plus dex 


ue la réduite Pa elle sera. à plus forte raison, plus près 
q ) saP > PIUS P 


n 


n—1 





de x que la réduite précédente + D'ailleurs, la quan- 


n—1 


LL 





ds P, À ÂÀ 
et —; la fraction g sera 


n—1 n 


tité x étant comprise entre 


nécessairement comprise entre les mêmes réduites ; donc, 
d’après le précédent théorème, le dénominateur B sera 
supérieur à Q,. 


; x . D pre : : A 
Il résulte de là que si B est inférieur à Q,, la fraction 5 


ins de auP ler te 
ap proc e moins àäe que a reaulite — 


Q: 


# « , . P 
O. PROBLÈME. — Étant donnée une fraction Q dont 
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la différence avec une quantité quelconque x est + Al 
0 étant plus petit que l'unité, on demande la condition 
| pour que e soit l’une des réduites fournies par le déve- 


loppement de x en fraction continue. 


20% P ; d F 
Réduisons "a en fraction continue et formons les ré- 


P, Le Ke P 
duites à Eur ne : — dont la dernière n’est autre que =: 


Do. 

Si cette fraction est l’une des réduites fournies par le 
développement de x, et que l’on désigne par x, Île 
(n + 1)*"* quotient complet, on aura 
oi Pa best Mon ee Rd mt 
Q, La + FM Q: RO Q, (Qa- Tr + Gr) 

Il faut remarquer que l’on peut toujours s'arranger 
de manière que le signe du second membre de cette 


formule soit le même que celui de la différence donnée 


p 0 
EX — — 


Op. 


L ; MS : * b, 
tinue égale à in peut toujours faire en sorte que + 


7/1 





+ En d’autres termes, dans la fraction con- 


ou — soit à volonté une réduite de rang impair ou de 


rang pair. En effet, soient a,_,,a,_, les deux derniers 

e e e # L 4 P 
quotients incomplets de la fraction continue égale à né 
d’après la manière dont on opère habituellement, le 
dernier quotient n’est pas égal à 1, car si cela avait lieu 
on pourrait supprimer ce quotient, en augmentant d’une 
unité le quotient précédent qui deviendrait alors 4, _+ + 1. 
Donc, puisque a,_, est au moins égal à 2, on peut Île 


3 I « ° , 
remplacer par (a,_1— 1) + Se c'est-à-dire qu'on peut 
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introduire un quotient de plus égal à 1 en ayant soin 
de retrancher une unité du quotient qui était le dernier. 
On peut donc faire en sorte que le nombre 7, qui in- 
. # e P P . « , e 
dique le rang de la réduite ==, soit à volonté pair ou 
Ÿ Q% Q 


impair; ce nombre n étant ainsi choisi de manière que le 


; 7 ” 0 
signe de (— 1)" soit celui de la différence donnée + — ; 


NE 
on aura 

I () Q, 
D) ———  —=—, d'où 0= —— 
QHOMIE Q:1) 0% Qurn + Qu 
Or x, est positif et supérieur à 1, donc on a 

ANT 0e 

3 0 
(8) DANS Qu + Qi 


Je dis que réciproquement, si cette condition est satis- 
: trs bi TS 
faite, la fraction TE l’une des réduites de x. Eneffet, 


x, étant alors définie par la formule (1), l'équation (2) 
donnera pour cette quantité une valeur positive et supé- 
rieure à l'unité; d’ailleurs, d’après la formule (1), la 
valeur de x sera évidemment de la forme 


I 


77 Pas pote I 
Ces NS 


LT A + 


LI 


CA PE er po 
Th 


DE tVie ’ ° P , , . . 
d’où :l résulte que la fraction get une des réduites qui 


convergent vers x. 
Il faut remarquer que la condition (3) sera toujours 
Eu re 
Q+Q 


P 
est supérieur à —; donc la fraction — sera nécessaire- 


2? Q 


: d A . ta + ai 
satisfaite si 0 est inférieur à 5? car le rapport 
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ment l’une des réduites de la quantité x, si la différence 


P . pe 4 I 
x — G est, en valeur absolue, inférieure à ——- 


2 Q° 
Des fractions convergentes intermédiaires. 


9. On a vu que les réduites de rang pair et celles de 
rang impair forment deux suites qui sont l’une croissante, 
l’autre décroissante, et qui convergent toutes les deux 
vers la valeur de la fraction continue. Considérons deux 
réduites consécutives 





de l’une ou de l’autre des deux suites, le nombre 7 pou- 
vant être égal à 1. Si a, désigne le quotient incomplet de 
rang 72 +1, les valeurs de ces deux réduites seront com- 
prises dans l’expression générale 


k P; Da a P,:: 
ROSE Q 


et elles répondront aux valeurs k— 0, k — a, de l’indé- 
terminée x. 

Lorsque le quotient 4, est supérieur à 1, et que l’on 
donne à k les valeurs successives 


O, TI, 2, D, - . (an — 1), An» 


l'expression précédente fournit, indépendamment des 
deux réduites considérées, a, — 1 autres fractions dont les 
dénominateurs sont compris entre Q,_; et Q,,:, et aux- 
quelles on a donné le nom de fractions convergentes in- 
termédiaires. 

Si l’on pose, pour abréger l'écriture, 


R4 ec P; cri ee Ph S4 ET Q, ÿ Q- LE 
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‘on aura 
Ré: —- R; LS 1" A0 Sx+1 = Sx + o> 
d’où 
R4S4 — Sk+ R4 — P,S: Lu Q, Rx — Poe rÉ Q, Pur 
ou 


Rai Sa — Ska (— 1), PS — QRi=(— 1} 
et, par conséquent, 


R+ R} (— 1)" R; (— be 


Se 208 SiSE ÉMIS MoN 





Ces formules sont analogues à celles qui se rapportent à 
deux réduites consécutives quelconques, et on peut en 
conclure les propositions suivantes : 


1° Les fractions convergentes intermédiaires, formées 
comme il a été indiqué, sont des fractions irréductibles. 

2° La différence de deux fractions convergentes in- 
termédiaires consécutives est égale à l'unité divisée par le 
produit des dénominateurs des deux fractions. 

3° St l’on considère la suite des réduites de rang 
pat et celle des réduites de rang impair, puis qu'entre 
chaque réduite de l’une et de l’autre suite, et la réduite 
suivante, on écrive toutes les fractions convergentes in- 
termédiaires qui s'y rapportent, de telle manière que 
les dénominateurs forment une suite croissante, on ob- 
tiendra deux nouvelles suites qui seront, la première 
croissante, la seconde décroissante, et qui, en consé- 
quence, convergeront sans cesse, l’une et l'autre vers 
la valeur de la fraction continue. 


: no ; ; 
4° Stune fraction g ‘5! comprise entre deux fractions 


r . R} Re = 
convergentes CONSECULIVES — 3 ———) appartenant au 
S4 Sat 
| La 





4 e PE = 
groupe dont les réduites —— et sont les termes ex- 


Q #48 
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L à ‘ tab. R} 
trémes, ou si elle est comprise entre la fraction s © la 
k 


A3: NU ; ! , ; A 
réduite —, le dénominateur B de cette fraction . sera 


nr 


supérieur au dénominateur de chacune des fractions con- 
vergentes qui la comprennent. 


10. Lorsque la fraction continue est limitée, les deux 
suites formées avec les réduites et les fractions intermé- 
diaires se terminent d’elles-mêmes. Mais il faut remar- 
quer que l’on peut encore considérer l’une des deux suites 
comme illimitée. En effet, dans Le cas dont il s’agit, l’une 


n 


x EA P “ : 
des réduites G, exprime la valeur exacte de la fraction con- 


tinue; cette réduite termine l’une des deuxsuites, tandis que 


n—1 


Qu 


troduire dans la fraction continue un nouveau quotientx, 


l’autre suite s’arrête à 





+ Mais on peut évidemment in- 


égal à © ; celle-ci sera alors représentée par l'expres- 





: P Th + P A4 . \ P « 
 , équivalente à — , et à celle de nos deux 
Q» LÀ où hide Q; 
suites qui se termine à —“— on pourra ajouter les fractions 
n—1 
intermédiaires, 
l; ee | PAL 2 LA Se PA 5 pe + | 28 


+ REC FIM ŒIStid Ii 202 AIR IITiT diam LE À 9 
Q» “- On 2 5 0 PR à 8 8 ct 1 Ju 


dont le nombre est illimité. La suite indéfinie que l'on 
formera ainsi convergera vers la fraction continue, comme 
si celle-ci représentait la valeur d’une quantité irration- 
nelle. 


11. La théorie que nous venons d'exposer nous fournit 
la solution de cette importante question : 


ProBLÈme. — Déterminer, parmi toutes les fractions 


f 
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dont Le dénominateur ne surpasse pas une certaine U- 


mite K, celle qui approche le plus d’une irrationnelle 
donnée x. 


Concevons que la quantité x ait été réduite en fraction 
continue, puis qu'avec les réduites et les fractions inter- 
médiaires on ait formé les deux séries, l’une croissante, 
l’autre décroissante, qui convergent toutes deux vers la 
valeur de x. | 

Si le dénominateur Q, de l’une des réduites est égal à 
la limite donnée K, la fraction demandée sera la réduite 


nr 





- Mais je dis que, dans tous les cas, cette fraction fera 


12 


partie de l’une des deux suites formées avec les fractions 
convergentes. En effet, s’il en était autrement, la fraction 


r A . 2 . 
demandée e tomberait entre deux termes consécutifs 


Re R4 


FR CR de l’une de ces deux suites; mais alors B serait 
k1 k 


rs + ‘ . Re # nie 
supérieur à S;, la fraction &, serait d’ailleurs plus appro- 


LA Â VA . e. 
chée de x que _ et par conséquent cette dernière fraction 


ne satisferait pas à la condition requise. 

Donc, pour résoudre le problème proposé, il suffit de 
réduire l’irrationnelle x en fraction continue, de former 
la série des réduites de rang pair et celle des réduites de 
rang impair, avec les fractions intermédiaires correspon- 
dantes ; de prendre enfin dans chaque suite la fraction qui 
a le plus grand dénominateur au-dessous de fa limite K. 
Les deux fractions que l’on obtient de cette manière com- 
prennent entre elles la quantité x, et elles fournisseut les 
valeurs les plus approchées, par défaut et par excès, de 
cette irrationnelle, quand on exclut les fractions dont le 
dénominateur est supérieur à K. 
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On voit que la réduction en fraction continue doit 
ètre employée toutes les fois qu’il est question d’expri- 
mer par les fractions les plus simples et les plus ap- 
prochées qu'il est possible, soit la valeur d’une irra- 
tionnelle, soit celle du rapport de deux nombres entiers 
très-grands. 


Théorème de Lejeune-Dirichlet. 


12. La théorie des fractions continues nous a révélé 


e. 0] . , . P Q ? 
l'existence d’une infinité de fractions G, susceptibles d’ex- 


«2 


0 e L » « I A 
primer la valeur d’une irrationnelle donnée x, à — près. 


T1 


Ce fait siremarquable peut être établi directement par un 
procédé ingénieux dû à l'illustre géomètre allemand Le- 
jeune-Dirichlet. 

Le théorème que nous nous proposons d'établir peut 
être énoncé dans les termes suivants : 


TuéorÈme. — Dans la série des fractions qui ont pour 
dénominateurs les nombres 1,2, 3,..., n, il en existe au 
moins une de dénominateur y qui diffère d’une quantité 


1 Dh hpag 

moindre que —; par défaut ou par excès, d’une irration- 
12% 

nelle donnée x. 


Représentons par m, le nombre entier immédiatement 
supérieur à yx, et considérons la suite des quantités 


MZ, M—2%X, M—3xX,...Mi—nxt, 


qui seront toutes moindres que l'unité. Si l’on était as- 
suré que l’un au moins des produits 


n(m—x), n(m—2x), n(m—3x),..., n(m,—nx) 


eûl pour partie entière zéro, le théorème serait démontré, 
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car on aurait, par exemple, 
n(m—vx)<[1, 
d’où 
m Ï 


I 
My— VX — et — —x<T —-: 
ñ v ny 


Mais, s’il n’en est pas ainsi, comme ces parties entières 
ne peuvent être que 

O; I, 2e 0 Ve De 
l'exclusion du nombre zéro exige que l’une d’elles soit la 
même dans deux produits différents. Soient donc 

n(m, —vx)=E+e, 

n(ma—px)=E +, 
E désignant un entier, € et n étant des quantités positives 


inférieures à 1. Si l’on retranche ces égalités l’une de 
l’autre, il vient 
n[(m—my)—{(v—p)r]—=E:—n, 
d'où 
—————_— — HZ ——————— 
» — p n(y—p) 


On peut supposer que » soit le plus grand des nombres v 


et; la différence v — x de deux nombres inférieurs à » 
est elle-même moindre que n; enfin la valeur absolue 
de € — n est inférieure à 1. Le théorème énoncé résulte 
donc de la formule précédente, puisque celle-ci montre 
que la valeur absolue de la différence 


My Me 
ME ne 
— 
. ’ L \ L 
est inférieure à ———- 
n (y = u) 


Dans ce qu'on vient d'établir, le nombre »# est quel- 
conque. En le faisant croître indéfiniment, on voit la pos- 
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sibilité d'obtenir une suite infinie de fractions conver- 
gentes vers la valeur de x, telles que l'erreur par défaut 
ou par excès, relative à chacune d’elles, soit moindre que 
l’unité divisée par le carré du dénominateur; car dans 


e I e . , » ?’ , 4 
l'expression — indiquée par l'énoncé du théorème, v est 
Ty 
au plus égal à 7 : cette limite sera donc en général 


: I 
moindre que —- 
V 


Resolution d’une équation du premier degré à deux in- 


connues, en nombres entiers, par la méthode des frac- 
tions continues. 


43. Considérons l'équation ’ 
Pzx —- Qy CE H, 


dans laquelle P, Q, H sont des nombres entiers positifs ou 
négatifs. Comme on peut supposer que ces trois nombres 
n'ont aucun diviseur commun, l'équation proposée ne 
pourra évidemment être satisfaite par des valeurs entières 
de æ et de y, que si les coeflicients P et Q sont premiers 
entre eux. Supposons que cette condition soit remplie ; ré- 


À | P : : 
duisons la fraction + Q en fraction continue, et calculons 


Jo. , AMPLES , ES ; 
les réduites successives. Si o désigne l’avant-dernière ré- 
duite, on aura | | 
ZE (PQ — QP')— 1, 
d'où 

P(+QH)+Q(+PH)=H, 
ce qui montre que l’équation proposée sera satisfaite en 
posant 
desc O0 H, rl: 


Désignons par x, et Yo ces valeurs des indéterminées x 
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et y, l'équation proposée pourra se mettre sous la forme 
Jr 1 €q f 


Pr QYPE; + O7, 

ou 
P (x T7 Lo) 

6 NET 
et, comme les nombres P et Q sont premiers entre eux, 
les quantités x et y ne seront entières que si x — x est 
divisible par Q. On aura donc, en désignant par 8 le 
quotient de cette division, 


T—X+0Q, ÿ— Yo —0P, 
c'est-à-dire 


x = EQHEH0Q. NY EE PAMEENES 


ces valeurs satisfont à l'équation proposée, quel que soit 
l’'entier positif ou négatif 6. 

Il faut remarquer que la valeur absolue de x sera infé- 
rieure à Q si l’on prend pour 6 l’un des deux entiers con- 


sécutifs entre lesquels est comprise la fraction positive ou 
[ 


Q 


deux valeurs de 0 donnera à x une valeur absolue infé- 





négative ; on peut même ajouter que l’une de ces 


; APT s ha 6 : 
rieure à — Q. Il résulte de là qu'il existe une valeur unique 
#1 


a I I 
de x entre les limites o et Q ou — js Q et + n Q, pour la- 


quelle l'expression 
Pzxr — H 


Q 


se réduit à un nombre entier. 


L'équation dont nous venons de nous occuper peut 
s’écrire de la manière suivante : 


H 


PQ Rss 


ah 
PO: 
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+ H ; ! 
et l’on voit que : toute fraction PQ” dont le dénomina- 


teur est le produit de deux nombres P et Q premiers 
entre eux, peut se décomposer en deux autres fractions 
ayant respectivement pour dénominateurs les nombres 


Pet Q: 


Théorème relatif à la réduction des fractions 
rationnelles en fraction continue. 


Ms : $ Pp "a 
14. Considérons une fraction rationnelle G supérieure 


« +. à Q . . 
à 1, et supposons qu'en la réduisant en fraction continue 
on ait trouvé 


P 
(1) us M EEaUr 


a + 
Mt... " l 
An 





1 , . . P, P, E » 
la dernière des réduites successives —;-—;,-..,—" sera égale 


Q: Q: Q, 


, P À à 
à G » et l’avant-dernière aura pour valeur 








(2) 4 PS | I 





+ An2 
, ATP 
D'un autre côté, on a 


pa LS An + Pr, Q; — = Dit Q2s 


Pris | AT: PRE 2 2.2 N Q:: — NET HE St Q;_s; 
P; ha; +P,;, Q; — 2 4 + Qu 
P, —Pia + P;, Q; = Q,a, + Q,, 

puis 


Fi 4; Pol NE QE T0S ; 
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ces formules donnent 








4 J 
3 He 4, 0 He 
( ) PE: pi 
na + 
1; PEL AF WR Pa I 
+ + . 
A3 + ï 
fire te 
a 
ï 
Â Q@ = 0 —+- 
(4) qE 
A + Pme ERIC ORNE IIS 
ART re I 
METETA UT 
CS PEER 
&i 


On voit que les quotients de la fraction continue (3) 
sont précisément ceux de la fraction (1) pris dans un ordre 
inverse; la fraction (4) est l’avant-dernière réduite de la 
fraction continue (3). 

Il résulte de là que si l’on a 


(5) 2 —— oo 
mais seulement dans ce cas, les fractions (1) et (3) seront 
égales entre elles, et la suite des quotients 

«&, is A2 .. An—2 9 An 3 


sera réciproque, C'est-à-dire que les termes extrêmes se- 
ront égaux entre eux, ainsi que deux termes quelconques 
pris à égale distance des extrêmes. Comme on a 


(6) os F5 Q: Pr ES ( FeS 1)", 


a condition (5) équivaut à 


At ml à 
(7 ) P; LE Fe QUE. a (— 1h) ou Q;,: LE SEE CE 


? 
et elle exprime que l’on a 


Lieelt 
P 





(8) 


— un nombre entier. 
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Réciproquement, si les nombres entiers P et Q < P sa- 
uisfont à la condition (8), on peui être assuré que la frac- 


* P re NES s A 
tion G se réduira en une fraction continue dans laquelle 
les quotients formeront une suite réciproque. 


? L2 L1 P L1 L1 
En effet, réduisons la fraction — en fraction continue, 


Q 


en nous arrangeant de manière que le nombre des quo- 
tients soit pair ou impair, suivant que le signe ambigu + 
exprime + ou — dans la formule (8). Alors, en désignant 
par 7 le nombre de ces quotients et par Q' la valeur du 
premier membre de la formule (8), on aura 


P,Q'—Qi—=(— 1)"; 


Pr 
mais 





, , . . PA P P 
étant la réduite qui précède 22700 6’ la for- 


n—1 n 
mule (6) a lieu, et en la retranchant de Îa précédente il 
vient ù 


Pa(Q — Q) — Qx(Qr — Pr); 


comme P, doit diviser le second membre de cetie formule, 
et que ce nombre est premier avec Q,, il doit diviser 
Q,— P,_;,; cetie différence étant inférieure à P,, elle doit 
être nulle et l’on a 


Pr Qu Qn1— Q”. 


La première de ces égalités démontre la proposition que 
nous avions en vue. 


15. Les résultats qui précèdent nous seront utiles plus 
tard; maïs il n’est pas sans intérêt de montrer dès à pré- 
sent comment on peut en tirer une démonstration fort 
simple d’une proposition importante dans l’Arithmétique 
supérieure. Cette proposition est la suivante. 


THéorëemEe. — T'out nombre entier qui divise la somme 
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de deux carrés premiers entre eux est lui-méme la somme 


de deux carres. 


En effet, supposons que le nombre entier P divise la 
somme R°+S?, R et S étant des entiers premiers entre 


ù RUE : R ; , 
‘eux. Si l’on réduit la fraction ç en fraction continue et que 


; Te R’ AN Pr AR D  e 
l’on désigne par ra la réduite qui précède TS? 0n aura 
RS’ SR IS 


en outre, le nombre P divisant R°? + S?, il divisera le pro- 
duit 
(R°+S°)(R?+$2)—(RR'+SS'} (RS — SR); 
il divisera donc, quel que soit K, la somme de deux carrés 
(RR’+SS'— KP)°+(RS'— SR'}; 


or, le second de ces carrés est 1; quant au premier, il est 
le carré d'un nombre Q qu’on peut supposer inférieur à P, 


A = 1 Le p.12 A 2 * El 4 
et même, si l’on veut, inférieur à —; à cause de l’indéter- 
2 


minée K. Il résulte donc de notre hypothèse qu’on peut 
trouver un nombre Q inférieur à P, tel que l’on ait 


OX 





—— entier. 


n | » ’ - L2 P L L1 LA 
Cela posé, réduisons la fraction oi fraction continue, 


en opérant de manière que le nombre des quotients soit 
pair. D’après la proposition établie plus haut, la suite de 
ces quotients sera réciproque et elle pourra être représen- 
tée par 

HUIT nat ss Coins: «5 Ci 


3 Pr LD ; 
La (m +1)" réduite -— embrasse les quotients de la pre- 


din . 
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Dre 


mière moitié de cette suite, et si l’on désigne par -— la 


ni 
réduite précédente, par x, le quotient complet de rang 
m-+ 1, On aura 
P 3 Ph ln Gti Pr: ] 


Q 15 QuTx at Qu . 


“ 


mais Le quotient complet x,, est égal à 


I 

Ami + ru 
Ana + + À b 

abs. 

a 





b nm 


Pr 





et cette fraction n’est autre chose que : donc on 2 


P Fr 


nm m—1I 


Q es Pr Le ete Pas Qi 





Il est évident que le second membre de cette formule 
est une fraction irréductible. D'ailleurs on s’en assure 
immédiatement en remarquant que la différence 


8 ( 23 Q» "F- Pr Qu ) y? Q% ( Le ur. P, ) 


M — 1x 


a pour valeur 
Pr { Pa Qn— EC” Q» Pr: ) + ( 5 4 Pn_15 


un facteur commun aux deux termes de la fraction dont il 
s’agitdiviserait donc P,,_,; mais alors il diviserait aussi P,,, 
ce qui est impossible, puisque P,, et P,,_, sont premiers 
entre eux. D'après cela, la formule que nous avons obtenue 
donnera 

P —p!+p? 


m m—19 


Q PEz = P. Q» + Pe Où: , 


Non-seulement la première de ces égalités démontre le 


I. 3 
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théorème énoncé, mais encore elle fait connaître les deux 
carrés dans lesquels le nombre P peut être partagé (*). 


Condition pour que les fractions continues qui repré- 
sentent deux irrationnelles soient terminées par les 
mémes quotients. 


16. Si deux irrationnelles positives x et x' sont telles, 
que les fractions continues dans lesquelles elles se déve- 
loppent aient un même quotient complet y, on aura, par 
les propriétés des fractions continues, 


(1) LE D er — RTE RAR 
7 Qr+Q' Sy +S 





P, Q, P',... étant des entiers positifs qui satisfont aux 
deux conditions 


PO'— QP'= Er, RS SRE 
Si l’on élimine y entre les équations (1), on trouvera 


(A 


ax + b 
— ax + 
en posant 
a—QR'— RQ, 6b—RP'— PR, 
a'—=QS'—SQ", b’—SP'— PS’, 


et l’on déduit de ces dernières formules 
BOELIBR NE (PO EOPT RS EE SRE 


Donc, pour que deux irrationnelles positives x et x! 
puissent se développer en des fractions continues suscep- 
tibles d'étre terminées par des quotients complets égaux 


(*) J'ai donné pour la première fois cette démonstration dans un 
article qui fait partie du tome XIII du Journal de Mathématiques pures et 
appliquées (1T€ série). 
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entre eux, ü faut qu'elles soient liées l’une à l’autre par 
une équation de la forme 


ax + b 


= ——— 
a x + b' 


(2) a 
où a, b, a’, b' désignent des entiers positifs ou négatifs 
qui satisfont à la condition 
(3) abh'— ba —#r. 

Je dis maintenant que cette condition est suffisante. En 


, ° e . pute P 
effet, réduisons x en fraction continue, désignons par G 


| p’ 
une réduite aussi éloignée qu'on voudra, par o la réduite 
précédente, et par y le quotient complet qui répond à la 
réduite ï: on aura 
NES 9 He el 


(4) LE Qy +Q° 


et, en substituant cette valeur de x dans l'équation (3), 


il viendra 
(a+ 6Q)r+(al' +60) 
LE > > —— ——— € 
(a'P + 8"0)r +2 P7 46001) 


Cela posé, quels que soïent les signes des nombres 4, b, 
a, b', les rapports 


P b P D 
aP+5Q QQ a pu co Pet QrrirQ QT 
APP 0 0-0" P'. 2 DID IO! NO" POP 

— + — Re Er 

Q’ «a Q' a! 


sont positifs et supérieurs à 1, car on a Q > Q ct lon 
ser les réduites À; À assez éloigné 
peut supposer _ reduites de Q assez éloignées pour que 


leur différence soit plus petite qu'une quantité quelconque 


> 
Pa 
A » 
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donnée. D'ailleurs y et x'’sont positives, donc la valeur 
précédente de x’ est de la forme 


MR r +R 


! ————__—_— 
() HET LS: 


R, R’,S, S’ étant des nombres entiers positifs tels que 
RAR" CE 
D'ailleurs ces nombres ont respectivement pour valeurs 
R—<E{(aPp+bQ), R'—Æ+(ap'+bQ'), 
S'=E (a PF 07Q), ST a PO 


les signes supérieurs ou inférieurs devant être pris en- 
semble. On déduit de là 


RS'— SR'— (ab — ba’ )(PQ'— QP'); 
on a d’ailleurs 

PQ — QP'=Ezr-nebu ab" bat 2 
donc 


(6) RS — SR'— +1. 
re ; ù R , 1 
Réduisons maintenant la fraction . en fraction conti- 


Q Ro 9 1 » . 
nue 6L Soil l’avant-dernière réduite ; comme le calcul 
0 


À . . 1 Ro e \ # 
peut être fait de manière que g soit à volonté de rang 
0 


pair ou de rang impair, on peut écrire 
RS, SR VA l;, 


le signe du second membre étant ici le même que dans la 
formule (6). Et alors, à cause de cette formule (6), l’éga- 
lité précédente donnera 


R(S'—S,)—S(R'—R,): 
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or le nombre R est premier avec S, et il surpasse R°—R,, 
différence de deux nombres inférieurs à R; il faut donc 
que l’on ait 

RER HS SN 


On voit enfin par la formule (5) que y est un quotient 
complet commun à x et à x’. 


Remarque. — Nous avons supposé les quantités x et x’ 
positives, mais rien n’empèche de les supposer négatives. 
En effet, si l’on change x en — x ou x’ en — x’, la for- 
mule (3)‘restera la même; seulement quelques-uns des 
coeflicients changeront de signe sans cesser de satisfaire 
à la condition (4). Au surplus, dans le développement 
d’une irrationnelle en fraction continue, on n’à à s’oc- 
cuper que de la valeur absolue de cette irrationnelle. 


- ci COQ — 
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CHAPITRE IT. 


DES FRACTIONS CONTINUES PÉRIODIQUES. 


Développement des irrationnelles du deuxième degré 
en fraction continue. 


17. On nomme irrationnelle du deuxième degré toute 
quantité irrationnelle qui est racine d’une équation du 
deuxième degré à coefficients rationnels. Il est évident 
qu'on peut préparer une telle équation de manière que 
les coefficients soient des nombres entiers; 1l est même 
permis de supposer que le coeflicient de la première puis- 
sance de l’inconnue soit un nombre pair, car on ramène 
le cas contraire à celui-là, en multipliant l’équation par 2. 

Soit en conséquence 

Lat+2Mx+N ie 
une équation du deuxième degré dans laquelle les coefh- 
cients L, M, N sont des entiers positifs ou négatifs tels, 
que la quantité 
M? — LN — A, 

supposée positive, ne soit pas un carré exact. Les racines 
de cette équation seront représentées par l’expression 

+ M + VA 

mit à VA À 

le radical YA étant pris positivement, et le signe am- 
bigu + devant être remplacé successivement par + et 
par — tant au numérateur qu'au dénominateur. Mais, 
comme nous ne voulons considérer que les valeurs abso- 
lues des racines, nous donnerons au dénominateur de 
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U 


l'expression précédente le signe qui rend cette expression 
positive. Alors si l’on pose 


D—+L, E—+M, 

puis que l’on désigne par D_, la valeur de N prise avec 
un signe tel que LN — — D_,D, toute irrationnelle du 
deuxième degré prise positivement pourra être représen- 
tée par la formule 

E + VA 
(1) tn 

D 

dans faquelle E et D sont des entiers positifs ou négatifs 
et À un entier dont la racine carrée est irrationnelle. En 
outre, On aura 


(2) E' + D_, D — A, 
D_., étant un nombre entier positif ou négatif. 


18. Cela posé, nous nous proposons de développer en 
fraction continue l’irrationnelle définie par la formule (1). 
Après avoir déterminé la racine du plus grand carré 
entier contenu dans À, on aura immédiatement, par la 
division, le plus grand entier & contenu dans x; alors on 
fera, conformément à la méthode générale, 
I 
To Er rs 
T' 
et le nouveau quotient x, sera donné par la formule 
D . 
(De. EN EVA 





Lib 


si l’on multiplie les deux termes de cette expression par 
(Da —E)+ VA, afin de rendre le dénominateur ra- 
tionnel, elle prendra la forme 





LE + 


D, 
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FE, et D, désignant des nombres rationnels. On opérera 
sur x; Comme on a fait sur x, et ainsi de suite; en sorte 
qu'on obtiendra successivement les formules suivantes : 





Eët VA RL 
= CL =. 
D x? 
; E, + VA e L 
: a d À + 
D, 2, 
FE, + VA L 
Ln = acts 9 
D, Ln+1 


qui sont toutes semblables à la proposée, car on va voir 


que les nombres rationnels E,, D, sont toujours des en- 
tiers. La valeur de x,_., est 








fi Fa 
CAPES pere EE ca VA rtf 4 PRE 1 ee 
HE La 
et on en ture 
SES TE au D,_; [ (D, ln E, Ar Va]. 
ds CODE: Cons Dax, + VA A 4 (D, An — Eu à 


? À x 
alors on aura, d’après nos notations, 





(3) Dee 
(4) FD: a te 

d'où 

(5) MS Hume 


cette formule (5) subsistera pour 7 — 0, si l’on convient 
que D, et E, représentent D et E respectivement, quand 
l'indice n est nul; car, dans ce cas, les formules (2) 
et (5) coïncident. La formule (5) ayant lieu quel que 
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soit 2, on peut, dans la formule (3), remplacer À par 
E?_,+D, ,D,_,,etil vient alors 


(6) D, = D,_> + 2 Es LES ns D, AA: 


enfin, en remplaçant D,_, par la valeur tirée de la for- 
mule (4), on obtient 


(7) D, — Das LS (Er Re a) est . 


Les formules (4) et (7) subsistent, d’après ce qu'on 
vient de dire, quand on suppose 7 — 1. Elles contien- 
nent la loi de formation des quotients complets x,, et 
elles montrent que si les nombres D,_;, Dre D,_, sont 
entiers, les nombres E, et D, seront aussi entiers. Or, 
par hypothèse, D_;,, E, D sont des nombres entiers, 
donc E, et D, seront eux-mêmes des entiers, ainsi que E, 
et D,,...,E, et D,. Les formules (4) et (7) montrent 
encore que si D; et D sont pairs et que E soit impair, 
tous les nombres D, seront pairs, tandis que Îles nombres 
E, seront impairs. 


Remarque. — Il convient de remarquer que les trois 
nombres entiers D,_,, E,, D, ne peuvent avoir un divi- 
seur commun 0 supérieur à l’unité. En effet, si un tel 
diviseur existe, il divisera E,_, à cause de la formule (4) 
et D,_; à cause de la formule (7); il sera donc un divi- 
seur commun des trois nombres D,_,, E,_,, D, 1. On 
en conclura de même qu'il est diviseur commun à D,_;, 
E,_+, D, 3 et ainsi de suite. Le nombre 0 sera donc un 
diviseur commun à D_,, E, D, et, par suite, À aura le 
diviseur 0. Or on peut toujours admettre qu'il n’en est 
E + VA p 

D 2 
et D sont divisibles par 0, À par @?, rien n'empêche de 
supprimer ce facteur. 


pas ainsi; Car si, dans l'expression proposée 
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19. On retrouve les résultats qui précèdent par la con- 
sidération des réduites. Soit . la (2 + 1)" réduite de la 
ñ 
fraction continue égale à x; on a 
Pix, + Pr 


‘4 L: La + OA 
ou 


E+VA (BE, +P,.D,) + P, VA. 
D (Q, E, ai (ART D,) de 18 7 VA” \ 





Le L 1 4 7 ’ . 
si l’on chasse les dénominateurs et que l’on égale ensuite 
de part et d'autre les parties rationnelles et les parties 
irrationnelles, il viendra 
(8) Q, E, + Qi D, — DPF; QE. EQ,, 

(9) (DP, FF À EQ,)E, ru (DP,_, Fr EQ,_; )D, —+ AQ, , 
En résolvant ces équations (8) et (9) par rapport à E, 
et D, , et en faisant usage de la relation 


LE 0, = Q, AE — (— 1} 


où {rouve 





po) = ET aq Q— (DR —EQ.)XDP,—EQu). 





(ur) °pye [(DP, — EQ, } — AQ; |; 


il est évident que la quantité entre crochets, dans l’expres- 
sion de E, ou de D, , se compose de termes qui contiennent 
D en facteur, et d’un terme multiplié par le nombre 
A—E? qui est divisible par D. Donc les-formules (10) 
et (11) montrent que E, et D, sont des entiers, ce que 
nous savions déjà, mais elles vont aussi nous conduire à 
un autre résultat fort important, 

Je dis effectivement que si z est supérieur à une cer- 
taine limite, les entiers E, et D, seront toujours positifs. 
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La formule (x 1) démontre immédiatement ce fait à l’égard 
de D, ; en effet, on peut l'écrire comme il suit : 


D CP PRE RCI RP 2e VAUT 
D,—{(—1) Ga D | 2VA+D o, 5 ) 


P, E+VA  "P 

or, d’une part, le facteur — — ne OU re à cle 
Q D Q, 

signe de (— 1)", et d'autre part, comme cette difiérence 

peut devenir aussi petite que l’on veut, en prenant 7 suf- 


fisamment grand, le dernier facteur de notre expression 


de D, approchera autant que l’on voudra de » VA, etil 
sera, en conséquence, positif pour toutes les valeurs de n 
supérieures à une certaine limite; donc aussi Î), sera po- 
sitif. | 

On pourrait établir la même propriété à l'égard dE, 
en se servant de la formule (10), mais ilest plus simple 
de partir de l'équation (8). Celle-ci donne 


n— ñ P; 
Se (nee) —E, 


cten divisant par 


Der — VA + E;, 
on a 


Le 
D —E)<E, 
Q;_ \ Q, 


12 sr tes = 
) Qurr VAE, 


Pour les valeurs de 7 supérieures à une certaine limite, 


(De — E) différera de YA d’une quantité plus petite 


n 
qu'une quantité donnée quelconque; il en résulte que 
le nombre entier E, ne pourra pas être négatif, car, si 
cela arrivait, le second membre de la formule précé- 
dente serait plus grand que 1, et il ne pourrait être égal 
au premier membre, lequel est évidemment inférieur à 1. 
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Si donc, pour quelques-unes des premières valeurs 
den,o,1,2,..., les nombres D, et FE, peuvent être 
négatifs, cette circonstance ne pourra plus se présenter 
dès que 7 aura atteint une certaine limite. 


20. Nous pouvons maintenant établir la proposition 
suivante due à Lagrange : 


TnéorëME [. — La fraction continue, dans laquelle 
se développe une irrationnelle du deuxième degré, est 
périodique, c'est-à-dire que la série des quotients com- 
plets ou incomplets, à partir de celui qui occupe un cer- 
tain rang, est formée d'une suite limitée de termes ou 
période qui se reproduit indéfiniment la méme. 


En effet, soit l’irrationnelle du deuxième degré 


E + VA 
(1) M percer , 


que nous supposerons positive ; le nombre A est un entier 
dont la valeur est donnée par la formule 


et D_,,E, D sont des entiers positifs ou négatifs. 
Si 
E, + VA 


( 3 ) Un — D, 


è 
désigne généralement le quotient complet de rang n +1, 
et que &, soit le quotient incomplet correspondant, on 
aura, par ce qui précède, 


(4) E?:4 D'ADi AS 
et 


(5) E, FF FX — D, An: ; 
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en outre, nous savons que E, et D, sont des entiers, et que, 
pour les valeurs de 72 supérieures à une certaine limite, 
ces mêmes nombres sont positifs. Considérons le dévelop- 
pement en fraction continue, à partir de cette limite. La 
formule (4) montre qu’alors on a constamment 


E, << VA, 


la formule (5) nous donne ensuite, en écrivant » au lieu 
de 7 — 1, 
D,<2VA € a,<oVA. 


Ainsi les nombres E,, D,, a, sont limités, et les quotients 
complets x, ne peuvent avoir qu’un nombre fini de valeurs 
différentes. Donc, après un nombre d'opérations plus ou 
moins grand, mais qui ne peut excéder 2 VA x VA ou2A, 
on retombera nécessairement sur un quotient complet 
déjà obtenu ; après quoi le reste de la série des quotients 
complets ou incomplets sera formé d’une même suite ou 
période de termes déjà trouvés, laquelle se répétera indé- 
finiment. 

Il convient de remarquer que la relation (4) donne 
D,_, D, < A, et l’on aurait de même, en changeant n en 


n—1, D,_.D,_: << A. Si doncon a 
DE Le VA, 


on aura dé a 
Dé TNA et. D EVA, 


d'où il résulte que si le dénominateur d’un quotient com- 


plet est supérieur à VA, le dénominateur du quotient 
précédent et celui du quotient suivant sont l’un et l’autre 
inférieurs à VA. 

La démonstration précédente repose sur ce seul fait 
que D, est positif pour les valeurs de #7 supérieures à une 
certaine limite; elle subsisterait donc, lors même que 
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nous n’aurions pas établi que KE, est également positif 
pour des valeurs de 7 suffisamment grandes. Enfin, il est 
évident que si x, est le quotient complet qui commence la 
première période, les deux nombres E, et D, seront né- 
cessairement positifs à partir de la valeur n = y. 


21. Taéorëme Il. — Aéciproquement, tonte quantité 
quise développe en une f raction continue périodique est 
une urationnelle du deuxième degré. 


En effet, considérons une irrationnelle x qui se déve- 


. ° » + . . P 
loppe en uné fraction continue périodique ; soient — Îa 


n 


réduite de rang n + retx, le quotient complet correspon - 
dant, on aura 
Pr + Pr 
(a) DER. 
Qr tr + QE 


Si la fraction continue est périodique simple, c’est-à-dire 
si la période commence au premier quotient, et que cette 
période ait À termes, on aura 


TT; 


alors la formule (1) donnera 


2 Paz + Peu 
‘. Q:x 2 OS 
ou 
(2) Que? — (Pr — Qui) x — Pr — 0; 


x est donc racine d’une équation du deuxième degré à 
coefficients entiers. IT faut remarquer que le nombre Æ 
peut être égal à r, et que, dans ce cas, on a Py, =, 
Qi 05 à 

Si la fraction continue proposée est périodique mixte, 
c'est-à-dire si la période ne commence qu’à partir du 
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quotient de rang m + 1, et que cette période ait Æ termes, 





on aura | 

(3) AT pr Tm tr ENT TE Bin Tim —— Bas 
Qn Xm + Qi Qn+# Tm+k + Qn+#-1 

avec 

(4) Tmtk — Ts 


chacun des nombres m et À pouvant être égal à r. Si l’on 
résout par rapport à x,, et x,41 les deux équations com- 
prises dans la formule (3), puis qu'on égale entre elles 
les valeurs obtenues, on aura 


Qi SCT po 32 14 CT 27 MERE Prune 


TH 7 


Pre Qu T "4 Pu+4 D Qu+x CA 
équation qu'on peut mettre sous la forme 
(5) Lx? + 2Mx+N—o, 


en posant, pour abréger, 


D LÀ Era Qu+r LE. 4 4 On , 
(6) 2M — 42 Ph SE Qu: ES te Da 8 FRE 7 De: Cut 
De Pas PA FE Pz PR 


On voit donc que x est encore, dans ce cas, l’une des ra- 
cines d’une équation du deuxième degré à coeflicienis en- 
tiers. 


CorozLaire. — L’équation du deuxième degré à coef- 
Jicients rationnels, à laquelle satisfait une fraction con- 
tinue périodique donnée, a ses deux racines de signes 
contraires st la fraction continue est périodique simple, 
et elle a toujours ses racines de méme signe lorsque, la 
fraction continue étant périodique mixte, il y a plusieurs 
termes avant la période. 


En eflet, s’il s’agit d'une fraction périodique simple x, 
l'équation (2) à laquelle cette quantité doit satisfaire a 
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évidemment ses racines de signes contraires. Si l’irra- 
tionnelle x se réduit en une fraction périodique mixte, 
elle satisfera à une équation telle que (5), dans laquelle le 
produit des racines est, d’après les formules (6), 


N Pr Pet nr Le PAT 


L met Qu Qui ME Oh 1 PRET AU 





Supposons qu'il n'y ait qu'un seul quotient a avant la pé- 
riode, on aura 


M I, AR = "1 Ph id, Qu — O0; (1 415$ 
et, par suite, 
ZE ———— ; 
L — Q; 


ce rapport peut être positif ou négatif; donc, dans ce cas, 
les racines de l’équation (5) peuvent avoir le mème signe 
ou des signes contraires. Supposons maïintenant qu'il y 
ait plusieurs quotients avant la période, et soient 4,_1, 


msi les quotients incomplets de rang m et de rang 
m + k, on aura 


Pm =— Pis Ami + TS , | Eau” — pee Amyk—1 + Pr ’ 


Qù = Qi Ami + Que , Que — Que Am+k1 + Quytes 


° L « , , N 0 
au moyen de quoi l'expression générale de à devient 








(ans LEE Te PH De 
MHR-A TT Em re 
N Ds Pos Pr Pi. 


L ne Qx Qu-+t-1 Qu à de. d 
Qi Qu: 


(ah + LES 3 


La différence a,,4_1 — @,_, n'est pas nulle, car autrement 
la période commencerait un rang plus tôt qu'on ne la 
supposé; d’ailleurs le deuxième facteur du second membre 
de la formule précédente est une fraction dont chaque 
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terme s’obtient en ajoutant une quantité positive ou né- 
galive, mais fractionnaire, à l’entier a,,,7_1 — 4»_13 donc 
le facteur dont il s’agit est positif, et il en est de même 


N ° Al ’ se 
du rapport [° cqui achève la démonstration de la pro- 
position énoncée. 


22. Taéorëme III. — Les périodes des quotients in- 
complets, dans les fractions continues qui expriment les 
racines irrationnelles d'une équation du deuxième degré 
à coefficients entiers, sont inverses l’une de l'autre, c'est- 
à-dire que les quotients dont se compose l’une des pé- 
riodes sont précisément ceux de l'autre période disposés 
dans un ordre inverse. 


Supposons d’abord que l’une des racines de l'équation 
proposée se développe en une fraction continue pério- 
dique simple. On peut admettre que cette racine x est po- 
sitive et supérieure à 1, car On ramènerait le cas con- 

: 4 ire » : I 
traire à celui-là en changeant x en — x ou en + -. 

Ÿ #4 


» P Æ f a re . 
Cela posé, G, représentant généralement la réduite de 


nm 


rang 72 + 1,el x, le quotient complet correspondant, on à 


D Pix + Pr 


# nr Q4_ Emme DE 
=), —— ——— 5% 
Qz Th + Ori 


d’où TR £ 
Py — Qu 


ù 


Si k exprime le nombre des quotients contenus dans 
la période, on reproduira l’équation dont x est racine en 
remplaçant x, par x dans l’une ou l’autre des formules 
précédentes; cette équation peut donc se mettre sous la 
forme 


PnQrir Pi 
NN ES °F. 
P; — Q;x 
. Ld 3 I . . . 
et si l’on represente par, $52 deuxième racine Œœui est 
pi 


EL. | { 
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négative, on aura 
ail P;x! + Q: 

Pr. x” + Q4 


Pz Pz P: 
Or, — étant supérieure à 1, on sait (n° 13) que — et —- 
? Q4 P ( } q Qz per 


se développent en des fractions continues formées des 
Q: 
Q:-: 


est l’avant-dernière réduite de la fraction continue égale 


mêmes quotients mais en ordre inverse; en outre, 


\ Pz l » A 2 : Er 2 
É donc x' est égale à une fraction continue périodi- 
k—1 


que simple, dans laquelle la période est inverse de celle 
de x. 

Considérons en second licu le cas où les racines de l’é- 
quation proposée se développent en des fractions pério- 
diques mixtes. Soit x l’une de ces racines; nous pouvons 
supposer x positive, et si la période commence au quo- 
Uent de rang m +1, on aura 


UE m Tm + Pr. 


Qu Cm + 0 


la quantité x,, est supérieure à 1, et elle est exprimable 
par une fraction périodique simple; elle est donc racine 
d'une équation du deuxième degré, dans laquelle la se- 





. Ï e. . 
conde racine — — est telle que les fractions continues 


mad » |) 
x’, et x, aient des périodes inverses. D’après cela, on 
obtiendra la seconde racine x’ de l'équation proposée en 


I LA LA 
remplaçant x,, par ——- dans la formule précédente; on 
mn ! 
a ainsi 
, à 
x! PR 1 Pt Lin — Pr 
. _ Us ONE OUT 
42 1 17 Vous Q» 


Or, à cause de l'égalité 


Pr Qu xs Q, Pau — (— 1)”, 
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les fractions continues x’ et x’, se terminent par les 
mêmes quotients (n° 15); d’ailleurs, dans une fraction 
continue périodique, on est libre de faire commencer la 
période à l’un quelconque des quotients qui viennent 
après la partie réellement non périodique, donc on peut 
considérer comme inverses l’une de l’autre les périodes 
des fractions continues x et x’. Mais il faut bien remar- 
quer que ce n'est qu’en entendant les choses de cette ma- 
nière, que le théorème énoncé est exact. 


23. Taéorëme IV. — La période de la suite formée 
par les numérateurs ou par les dénominateurs des quo- 
tients complets relatifs à l’une des racines irrationnelles 
d’une équation du deuxième degré à coefficients entiers, 


est inverse de la période analogue qui se rapporte à la 
deuxième racine. 


En effet, d’après ce qui précède, les périodes des quo- 
tients incomplets, relatives aux deux racines, peuvent 
ètre représentées par 


(1) EE 0 As ee OUR IR NUS 
(2) ÉD Aides 27 NE es SR 
Soient 


Li Lis Las s Los Xki5 


®, ! ! A er 
L'y Lis Liver y Tploo ki 


les quotients complets qui répondent respectivement aux 
quotients incomplets (1) et (2). 

Si n désigne un entier quelconque compris entre o et F, 
on peut regarder la suite 


Ans Anti... Axis a, Aise..) An 


comme étant la période des quotients incomplets de la 
première racine, et cette période sera en même temps 


/ 
4. 


F2 
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celle que fournira le développement du quotient com- 
plet x,. Pareillement, on peut prendre la suite 


An13 Ana.) &i; a , Aki3-..) Anis An 


pour la période de la deuxième racine, et cette même 
suite sera la période de la fraction continue égale au quo- 
tient complet xx_,. 

Cela posé, les irrationnelles x, et x;_, étant égales à 
des fractions continues périodiques simples, dans les- 
quelles les périodes sont inverses l’une de l’autre, x;_, 


I . A # e 
et — — seront les racines d’une mème équation du 


hs 
es 


deuxième degré à coeflicients entiers. Si donc on pose 


__E, + VA 2 Euh 40e 
(3) Di SL? LE -nts D 


F- 
! , ; à 
A, E,, D,, E;_,, D;_, étant des nombres entiers, la 








? 


CE , « ; Li 
quantité x;,_, sera égale à la valeur que prendra — — 
La 

quand on aura changé le signe du radical VA; en consé- 


quence, on à 


(4) 


Eur HN ANST ee A 
Qi TT — 4 Co 
D; —n D, \ 


les formules (3) subsistent pour 7 = o et pour n = k, 
car on a æ;, = x cet x, = x’; il en est de même à l’é- 
gard de la formule (4), pourvu que l’on supprime l'in- 
dice o, quand les lettres D, E, D’, E’ sont affectées de cet 


indice. 
La formule (4) donne 
(5) En En 


. 9 ' . 
puis E,+D,D;_,—A; maiscommeonaE, +D,_,D,=A, 
la précédente égalité se réduit à 


(6) Dia Dilr. 
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Les égalités (5) et (6) démontrent la proposition énon- 
cée; il en résulte que si la période des quotients com- 
plets de l’une des racines est 
dE Au Ey 21 Ÿ A EDu SHARE IF DEA 
RTE 9 TBE DER À HE CUT CNE TER p 


RER 


( ) D D, D é Dz_, 





la période des quotients complets de la deuxième racine 
sera 





PRAADdE, 2, VA Er Mie ËA 
” PP EN OT RQ Pa TT NOR ENERE 


8 
Ni Ne Das fon Dan D 


Comme les périodes (3) et (8) se répètent indéfini- 
ment, les termes qui viennent après ceux que nous venons 
d'écrire sont respectivement 

LEA oi A 


2 


D Dz_ 


? 


et, d’après la loi de formation des quotients complets, on 


aura 
E? + DD4, — A. 


Cette égalité montre que si les fractions continues aux- 
quelles se rapportent les périodes (7) et (8) ne sont pas 
périodiques simples, les dénominateurs des quotients 
complets qui termineront les parties non périodiques 
seront respectivement D,_, et D. Il résulte évidemment 
de cette remarque, que la période des dénominateurs des 
quotients complets commence un rang plus tôt que la pé- 
riode des numérateurs des mêmes quotients. 


24. APPLICATION A UN EXEMPLE, —— On propose de dé- 
velopper en fraction continue les racines de l'équation 


27 4?,—= 07 X RIRE Où 
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Les expressions des racines sont 
97 + V1003 ,  — 97 + VI1093 
LL ——— — 9 LI << | 
54 — 54 


la racine du plus grand carré entier contenu dans 1093 
est 33. Voici le résumé du calcul de chaque racine, calcul 
qui repose sur l’emploi des deux formules 

E, — 5 HS ni = | NES 

Die Dire (E, "#5 E,) Zn 5 





établies au n° 18. 


Première racine. 


F0 
Di "101, Dao 
PRE 


Ei=it, "E—20 CRT AE=60, Eee 
D r8,. D, —06, 4} r4, QD} 199 IDÉES 





A s2h 0, Fee Parts }e 
les quotients incomplets sont donc 
2 Mort 


Deuxième racine. 


E = — 0"; 
DS TO RS ED ER 
es si 


Es 494, 2 27,. Es 05,0 'E, 00 
Di, D 236,, D=—10, D, 14 D 
OS OT TE COR EE 
les quotients incomplets sont donc 

I, D (AR 


Pour que la période soit inverse de celle de la première 
racine, il faut la faire commencer au quatrième quotient. 
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25. Taéorime V. — S: a désigne la racine carrée du 
plus grand carré entier contenu dans un nombre entier 
donné À qui n’est pas un carré exact, l'irrationnelle VA 
se développe en une fraction continue périodique mixte 
dans laquelle la période commence immédiatement après 
le premier quotient. Le dernier terme de la période des 
quotients incomplets est égal à 2 a, et les autres termes de 
celte période forment une suile symétrique dans laquelle 
deux termes également distants des extrémes sont égaux 
entre eux. Enfin les numérateurs et les dénominateurs 
des quotients complets forment également des suites pé- 
riodiques dont les périodes sont symétriques. 


En effet, la fraction continue égale à VA ne saurait être 
périodique simple, puisque les valeurs absolues des deux 
racines de l'équation x?— A — o sont supérieures à l'unité. 
D'ailleurs, ces racines étant de signes contraires, il ne 
peut y avoir qu'un seul quotient avant la première pé- 


riode, dans le développement de VA, d’après le corollaire 


du théorème IT. I! résulte de là que l’irrationnelle VA— a 
se développera en une fraction périodique simple, et la 


même chose aura lieu aussi à l'égard de VA + a, puisque 
ces deux quantités sont les racines d’une même équation 
du deuxième degré à coefficients entiers. Cela posé, soient 


PPT die Die) | Nesle. 


les quotients incomplets de la fraction continue égale 


à VA + à, la suite des quotients relatifs à VA — a sera, 
d’après le théorème II, 


I GR, ns is UNIV AE. uece 


Mais du développement de VA + a on passe à celui 


de VA en retranchant a du premier quotient ; pareille- 
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ment on passe de VA—aàVAen ajoutant & au premier 
quotient; donc la suite des quotients incomplets dans le 


développement de VA peut être représentée de l’une ou 
de l’autre des deux manières suivantes : 


a(a;, Ang.) Ati 24) (a, Qi OR 


AR A GET KG TG Se 


on voit que Le dernier quotient de chaque période est égal 


à 24a,et que les quotients qui précèdent forment une 
suite 


is ŒZigre Aj-2 1 


dans laquelle deux termes également éloignés des extrêmes 
sont égaux entre eux. 


D’après le théorème IV, si 





Il 
, 2 <e 


a+ VA  E,+ VA Erst+VA Era 
x 1 SL Or DNA Dis 


est la suite des quotients complets relatifs à VA + a, la 





L] I 
suite correspondante pour — 


sera 
VA— a 


ss DS C7) K D. 2 9 5 D, ? : mé hic 


il est évident que ces deux suites coïncideront si l’on 
efface le premier terme de la première suite ; par consé- 
quent on a FE, — 4, et, dans chacune des deux suites 


E:, Los LE 
D, D, ADP N DNLE 


les termes également éloignés des extrêmes sont égaux 
entre eux. Il suit de là que la période des quotients com- 


plets obtenus dans le développement de VA peut être re- 
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présentée par 





DNA UE, EL VAE Et VA EU A x VA 
D D pe PO D 7 PS ER ST et 
26. L'équation x° — À = o, à laquelle se rapporte le 

théorème précédent, appartient à une classe d’équations 

remarquables qu'il est intéressant d’étudier. Nous nous 
proposerons, à ce sujet, la question suivante : 


Progrème. — Trouver les équations du deuxième 
degré à coefficients rationnels dont les racines se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par Les 
mémes quotients. 


Si x désigne l’une des racines d’une telle équation, 
l’autre racine (n° 15) devra être de la forme 
ar + b 
ax + b/? 
a, b, a, b' étant des entiers positifs ou négaufs liés par 
la relation 
(1) ab bar ©Er, 


Cela posé, soit — P la somme des deux racines, on aura 


ax + b 
DR nn 
LE 0 
OU 
a + b' Pb'+b 
x? +- A er TR RÉEL Où 
a «a 


ce qui doit être l'équation demandée; mais pour que la 
somme des racines soit effectivement égale à — P, il faut 
que l'on ait 


b'— — a, 
après quoi la condition (1) donne 
ar 








D. 


a! 
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L’équation demandée est donc 


a a Hi 
ER Tes AD: 


a a'? 


(2 x? + Pr — ( 
/ 

P est une quantité rationnelle quelconque, a est un nom- 

bre entier quelconque, enfin a' est un diviseur quel- 

conque de a? +1. 

Les fractions continues dans lesquelles se développent 
les racines de l’équation (2) ont donc nécessairement la 
même période ; d’un autre côté, d’après le théorème II, 
la période de l’une de ces fractions continues est inverse 
de la période de l’autre. Il en résulte que chaque période 
estune suite symétrique ou qu'elle est formée par la juxta- 
position de deux suites symétriques, dont l’une peut se 
réduire à un seul terme. En eflet, soit 


Aoy dis Ans + + + 3 An 


la période dont il s’agit; d’après le théorème IT, on pourra 
aussi considérer la période comme étant 


An—15 An—23 . sis Œo:. 


Il peut arriver que les termes de cette seconde suite soient 
respectivement égaux aux termes qui occupent les mêmes 
rangs dans la première; dans ce cas, la période est symé- 
trique. Mais pour que les deux suites dont il s’agit puis- 
sent être considérées comme périodes de la même frac- 
tion continue, il n’est pas nécessaire que les termes de 
même rang soient égaux, car on est libre de prendre un 
terme quelconque pour origine de la période. La con- 
dition nécessaire et suflisante est que les termes de la 
suite précédente soient égaux aux termes qui occupent 
respectivement les mêmes rangs dans la suite 


ms An+1s » jte 3 Amn—723 Œmtn—1s 
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m étant un indice indéterminé. Cette condition s’expri- 
mera donc par légalité 


Um+k — Anh: 


qui doit avoir lieu pour toutes les valeurso,1,2,...,(7—1) 
de l'indice k; en conséquence, la période sera composée 
des deux suites 


ACT AC PRE Ÿ LP, DCR PRE SET Sr) 


dans chacune desquelles les termes également éloignés des 
extrêmes sont égaux entre eux. 


RemarQuE I. — Il faut remarquer que les racines de 
l'équation (2) donnent lieu à des fractions continues qui 
se terminent par les mêmes quotients, lors même que la 
quantité P serait irrationnelle. Seulement, dans ce cas, 
ces fractions continues ne sont plus périodiques, d’après 
le théorème II. 


Remarque IL. — Nous savons que l’équation (2) com- 
prend comme cas particulier l'équation x°— À — 0, 
où À désigne un nombre entier. Pour la réduire à cette 
forme, il faut faire P — o et 


a 1 


12 


A ou ua A ot 1; 





& 
ce qui prouve que l'équation indéterminée 
 — Au = HI 


admet toujours des solutions entières, si le signe du se- 
cond membre est convenablement choisi. Nous retrouve- 
rons plus loin cette propriété remarquable. 
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Comparaison des réduites qui répondent à des quotients 
complets égaux entre eux, dans une fraction continue 
périodique. 


27. Considérons l'irrationnelle du deuxième degré 


(r) LE EatLs 


qui est l’une des racines de Péquation 
Dz? — 2Ex + F —o; 


les nombres D, E, F sont des entiers positifs ou négatifs 
et l’on a 
E — DF — A. 


Soit x’ l’un quelconque des quotients complets qui se re- 
produisent périodiquement dans le développement de x, 
on aura 

__E + Va, 


(2) x D’ 


E’et D’ étant des nombres entiers essentiellement positifs. 
On peut faire commencer la période de la fraction con- 
tinue au quotient incomplet contenu dans x’, et nous la 
désignerons par 

A, Œis Agy °, di-_15 


L4 (4 . 
enfin, nous représenterons par 2 la valeur de la fraction 


continue formée avec ces mêmes quotients, en sorte que 
l’on aura 





C2 
3 ne CES 
Fr. 6 dit à 1 
WT 


(47 2er 





Cela posé, nous nous proposons de trouver la loi des ré- 
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duites 


Po P P, 
(4) RU EC 


de la fraction continue égale à x, qui répondent, dans 
les périodes successives, au quotient complet x’. 


4 
[117 


—" celle des ré- 


mm 


Si l’on représente généralement par 


a e LES | Pa 2 
duites de x qui précède G, , on aura d’abord 


m 





(oi : re Pr ME Eur Poié 
RATE AN Ge ; 


et il est évident que la formule (5) donnera la valeur de 


Fe 2 , / (9 À 
si kon \ remplace x par 53 On aura donc 


n 


Ph aP, 6 P,", 


Q a œ Qi + 6 Où: 


Le second membre de cette formule est une fraction irré- 
ductible ; car si l’on retranche ses deux termes l’un de 
l’autre après les avoir multipliés respectivement par Q,_; 
et P,_;,, puis par 6j et P,_,, on obtient pour diffé- 
rences les nombres & et 6 qui sont premiers entre eux. Il 
résulte de là que l’on a 


P, — aP,_: di nu 6 pra: 9 
Qu = a Qui + 6Q nu: 


Si l’on porte dans la formule (5) les valeurs de P,_,et de 


(6) 


Q,, tirées des équations (6), il viendra 


Le TR, (ce FE 6x") Pis 
L'E 1 ? 
Q@; Ê e (x — 6x ) oi. 





d’où l’on tire 


(7) P; FR Q,x — (x Er: Ga FEES Ga Q, æ}: 
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Donnons à » les valeurs 1, 2, 3,...,n dans la for- 


mule (7), et multiplions entre elles les 7 égalités ainsi 
obtenues, on aura 


(8) P,— Quxz —(P —Qx) (æa— 6x}. 
Si l’on fait, pour abréger, 


AE 6 
(9) A HER Ne Po 
. , sue . 
puis que l’on désigne par u, et », deux nombres ration- 
nels définis par l’équation 


(10) Un — 0, VA — (ei, VA)", 


la formule (8) donnera, en remplaçant x et x’ par leurs 
valeurs (1) et (2), 


E + YA E + VA - 
(11) P, — E + VA QE Ce nl E + VA o.) (uses V, VA). 
D D 
Si l’on effectue les calculs, qu’on égale de part et d'autre 
les parties rationnelles et les parties multipliées par VA, 
A — E? 
qu'on remplace enfin le rapport — 5 — Par sa valeur —F, 


on aura 
pe: — P, Ur La 5 (EP; 1 FQ,) On 
(r2) 


Q, — Q Un LE (DP, MT EQ,) Pne 
Le développement de la formule (10) fera connaitre les 
quantités u, et #,, après quoi les formules (12) donne- 


ront les valeurs de P, et Q,, et, résoudront ainsi le pro- 
blème que nous nous étions proposé. 


28. Considérons les expressions des quantités u, et », 
qui nous sont données par les formules (9)- Si l’on re- 


; a Fe TP R SC © F 
présente par >, la réduite qui précède F dans le dévelop- 
z À 
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pément du quotient complet x’, on aura 
, ax + a 


ONE E d'où 6x?—{(xœ—6')x" — x —0; 


E' + VA 
D’ 
à zéro la partie rationnelle, ainsi que la partie multipliée 


remplaçant x’ par sa valeur » et égalant ensuite 


par VA, il vient 








À E’° E° E’ 
6 —(a— 6) —a—0, 26 —(a—6)=0, 
d’où 

L E’ œ — 6" ARR (TE NE ; 
(13) MR - 9 a5= | " ) — (x6! — 6x). 


Au moyen de ces relations, les formules (9) deviennent 


CERTES 








2 2 
et comme la différence &6/ — 64" est égale à + 1, on aura 
(15) u? — Av = Er. 


Nous pouvons conelure de tout cela une propriété 
remarquable, qui consiste en ce que les quantités u, 
et #, ont les mèmes valeurs, quel que soit le quotient 
complet à partir duquel on fait commencer la période, 
pourvu que le nombre des quotients que l’on fait figurer 
dans cette période reste le même. En effet, supposons que 
l’on fasse commencer la période au quotient complet qui 
vient après x’, la période des quotients incomplets sera 


is y .…..) Arts a ; 


» . Œ: . e 2 
désignons par E Ja fraction continue formée avec ces Æ 
i Û 


! 


Ë (64 . r A 
quotients, et par S celle qui est formée avec les mêmes 


1 
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f 


EN 


quotients, sauf le dernier. Il est évident que l'inverse — 
[l 


| 


R 


sd 4 \ œ . 
de la seconde fraction est égal à z — 4» et que l'in- 


6, CE] ’ \ aa —- a! 
verse — de la première est égal à — — a. On a donc 
Zi 6a +6 


4 


[ex] 


CR 6a 6. (ad+a)—«a(6a +061 


er , ee 


6 AE PA 6a +6 


R 


i 
et, par conséquent, 


mu—6a+6, 6. —x—6a, 
d’où l’on tire 
a + 6 —a+6é; 
2 . 
on a d’ailleurs 


6, —68a, —a6 —6x —Hi1. 


Ces dernières formules montrent que les valeurs de u, 
et de #,, données par les équations (14), ne changent pas 


quand, au lieu d'employer la fraction 2 qui répond au 


quotient complet x/, on se sert de la fraction analogue 
œ: 


— relative au quotient complet qui vient après x’. 
6. q p'et q P 


Je dis maintenant que u, et , sont des nombres entiers 
ou des fractions ayant pour dénominateur 2. La première 
des formules (14) montre qu’il en est ainsi à l’égard de 


J 


6 . 
u,; quant à p,, sa valeur est =: soit — 
D g 


: ce que devient 


cette fraction lorsqu'on la réduit à sa plus simple ex- 
pression. Le nombre D'est un multiple de g; ensuite les 
formules (13) montrent que 2E’ est divisible par g, et 
que 4 À l’est par g°; mais on a vu (n° 18) que D'et E’ne 
peuvent avoir un diviseur commun 0, dont le carré @ 
serait un diviseur de À ; il en résulte que notre nombre g 
est nécessairement égal à 1 ou à 2. Si g est égal à 1, 


SECTION I. — CHAPITRE Il. 65 


est entier, et w, l’est aussi à cause de la formule (15). Si 
g est égal à 2, les nombres u, et v, ont l'un et l’autre le 
dénominateur 2; en effet, dans l'hypothèse où nous nous 
placons, D'est pair, et si w, était entier, E’ serait divi- 
sible par 2, à cause des formules (9), et À le serait par 4, 
à cause de la formule (15). Or, il est permis de suppo- 
ser, comme nous l'avons déjà dit, que les trois nombres 
D ÊE' L Ë 
act et 7 ne sont pas tous les trois entiers; donc le 
nombre u, ne peut être entier quand s, est fractionnaire. 
Ce que nous venons de dire des nombres u, et v, a lieu 
également, quel que soit z à l’égard des nombres u, 
et #,. On voit immédiatement, par la formule (10), que 
u, et #, seront entiers si u, et ÿ, sont eux-mêmes entiers. 
Supposons donc que ces derniers nombres aient le déno- 
minateur 2. Si l’on fait successivement 2 — 2 et n — 3, 
dans la formule (10), il viendra, en ayant égard à la for- 
mule (15), 


Up — Ÿ: VA — (auiti) — ou, VA, 
u, — v3 VA — (Aus A) AU AA 1e 


0 . I ’ 
On voit que si u, et », sont de la forme k + -;, Æ étant 
2 


un entier, w, et”, seront de la même forme, tandis que u, 
et », seront entiers. D'ailleurs, si l’on fait nr — 3u + v, 
y étant l’un des nombres 0, 1,2, 0na 


Un — Vh VA — (us, Ex pan VA) (uv — y? VA), 
A eV VA — (us Fe VA}; 


comme u, et V; sont entiers, u3, et V3, le sont aussi; d’ail- 
leurs w, et » ne peuvent avoir que le dénominateur », 
puisque y est <7 3; donc il en est de même de u, et de v,. 
On peut même ajouter que les nombres 4, et y, sont tous 


14 5 
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deux entiers ou tous deux fractionnaires. En effet, si l’on 
multiplie l'équation (10) par celle que l'on obtient en y 


changeant VA en —VA, on aura, à cause de la for- 


mule (15), 
(16) Un AP; — (1). 


Il est évident que si , est entier, u, l'est aussi. Si v, est 
fractionnaire, u, ne peut être entier, car s’il l'était, A se- 
rait divisible par 4, d’après la formule (16); alors w, 
serait entier d’après la formule (15), et s, le serait aussi, 
comme on l’a vu plus haut. Noire hypothèse est donc 
inadmissible, car #, ne peut être fractionnaire quand w; 
et #, sont entiers. 

Nous avons démontré que les valeurs de u, et de v, sont 
indépendantes du quotient à partir duquel o on fait commen- 


E + VA 





cer la période de l’irrationnelle x — : On peut ajou- 


ter que ces quantités sont les mêmes pour les deux irration- 


E + VA E— VA 
nelles EN 5 


coeflicients entiers. En effet, d'après les formules (14), 








—, racines de la même équation à 


les valeurs de x, et de v, ne dépendent que de la somme 
x + 6", puisque la différence a6'-— 64" est égale à + 1. Or, 


LL VA 


quand on passe de l’ PU AE leds FE a l’irrationnelle 





E — VA ; cut al ; 
E— VA, les fractions -; 7 doivent être 


conjuguée + 
] O D 5 


CL 
remplacées respectivement par =» 5» en sorte que les 


e! 
‘nombres « et 6/ restent les PER donc u, et sv, n’éprou- 
vent aucun changement. 


29. Nous allons examiner actuellement ce qui arrive 
uand on donne à l'entier # des valeurs négatives dans les 
formules (10), (11), (12). Si l'on change # en — n, la 
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formule (10) devient 


I 
(us PAR 


ou, à cause de la formule (15), 


(A Per Mu | VA = 


Un — V_} VA — CE ras (u, + Y. VA)" re (EE 1}; (u, + 0, VA ); 
on a donc 
(17) ME Lien on (ce r)Èe 


D’après cela, on aura, en changeant aussi 7 en —» 
dans les formules (12), 


{ ( 


xs 1)” pr Er P: U; EE (EP, A ÉE FQ,) Pro 
(18) | er : 


je Q:; ces a Q Un — (DP, DE EQ,;) Un 


Ces formules (18) définissent les nombres (+ 1)" P_,, 
(+ 1}*Q_, dont les expressions se déduisent respective- 
ment de celles de P,, Q, par le changement du signe 
de s,; en les combinant avec les formules (12), on 
obtient 


ler LE |: pe + P; — 2 P, Un, (sn 1} Q, + QG: 2Q,; Un; 


au, étant entier, on voit que P_, et Q_, sont comme P, 
et Q, des nombres entiers. 
Si l’on divise les formules (18) par v, et que l’on fasse 
usage de la formule (1), il viendra 
cl % Pr 12 LA = 
EE (E — VA)(Qr—P)+P, (u- a) 


n 


a): 


) 
Vn 


(19) ERETESS +Q 


7 


u 


nue 
or l'équation (16) donne 
u, — (EST 


20 NET A 
) Vn 47 (u, “n fa VA) 
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d’ailleurs les nombres uw, et #, croissent indéfiniment 
U + . LP 0 
avec 7, donc e- a pour limite YA quand 7 tend vers l’in- 
n 


fini. On voit alors, par les formules (19), que les valeurs 
absolues de P_, et de Q_, croïssent aussi indéfiniment 
avec 7, et Que pour z — © On a 


P, E—VYA 


lim Fu Ar 





? 


9 « e ? , Ps 3° . 
c’est-à-dire que l'expression —— converge vers l’irration- 


\t 
nelle conjuguée de x. Si l’on retranche la seconde équa- 
tion (19) de la première, après l'avoir multipliée par 
E — VA 





, on trouvera, en faisant usage de la formule (20), 


E — VA 
E — VA D 
PDP UE. 
D K 
Far VA 


multiplions cette équation par la seconde équation (19), 
et faisons ensuite 2 — « , il viendra 


lim(+1}"Q., LP. sh en o.| 


rl di E — YA E + VA 
“A (- (eEE +) 


Le second membre de cette formule est égal à 





I 
NE OP EO.) A QE 
NE [( ) ] 
et par suite (n° 19) égal à 

+D' 


—— 


2 VA 
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. A . P . . ; « 
puisque la réduite — de la fraction continue x répond à 
0 


un quotient complet de dénominateur D’. D'après cela, si 
l'on désigne par €, une quantité qui s’annule pour 


11 — © , On aura, 
4 


LL EE — 
Pis E — VA BF" 2 VA 
Ft DRAC PO 





on m7 + 
(22) 


4 


D 2 
Le rapport —— est plus petit que 1; donc, pour des 
2 VA 


valeurs de 7 suffisamment grandes, le second membre de 





la formule (22) aura la forme 





8 étant compris entre o et 1. Le nombre 0 sera même 


—n 





fais TRÉPERTTI TR $ 
inférieur à ss l’on a D’ < YA, et alors la fraction 


—nñn 


sera certainement (n° 8) l’une des réduites de la fraction 
continue dans laquelle se développe l’irrationnelle con- 
Juguée de x. 


30. Mais il y a plus, et nous allons prouver que si 





l’on exclut la valeur 7 — 1, les fractions sont, gé- 


Te 


néralement, les réduites successives qui répondent aux 





| ; (a DE) EVA * 

quotients complets égaux à 14 \ dans le dé- 
re E — VA 

veloppement de l’irrationnelle + en fraction 


continue. 

Pour démontrer la proposition qui vient d’être énoncée, 
posons 
FU VA ._ E'+ VA 


CE onpareds 5 RASE à 
D’ 
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z'et x sont relativement à z et x des quotients complets 
correspondants, et leurs développements fournissent des 
fractions continues périodiques simples, dans lesquelles 
les périodes sont inverses l’une de l’autre; en outre, 


I . r Se A 
x' et — — sont les racines d’une même équation à coef- 
r4 


° ° . I 
ficients entiers; si donc on remplace x/ par — -—, dans 
A 


la formule ; 
P, x! + P' 
SU les FRALTLT PUd | 
Q ES qe 
le second membre se réduira à z, et l’on aura en consé- 
quence 
P' + P 
D mt LA : # L . 
FE Q, z' Dr Q: 


+ e R lé Le { La A e 

Soient È une réduite de z répondant à un quotient com- 
let C et ns la réduite qui précède me > On aura 

P g qui p 5 


, RE+R 

AOL 
puis 
__ (BS—PiR)E+ (PS —P,R) Mt+M 
FT QS —QR)E + (QS — QR)  NE+N 





# Le P e » 
Céla posé, nous supposerons que la réduite Q’ qui ré- 
0 


pond au quotient x’ dans la fraction continue x, soit 
prise dans la première période, et nous allons chercher 


combien on doit introduire de quotients incomplets 
OUR M RUE TE 

: réduite — pour que — et — soient deux réduites 

dans la rédu SP user 5 


consécutives de z. Il faut d’abord que M et M aient le 
même signe, ainsi que N et N’, ce qui revient à dire que 
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les fractions F et Q ne doivent être comprises ni l’une 


Q 


14 





ue di P 
. La réduite — peut embrasser 


(Ù 
un ou plusieurs quotienis de la période de x; maïs, par 
hypothèse, le nombre de ces quotients est au plus égal 


à f—1; il en résulte que si le développement de ou 


0 
D 
P, 
de & coïncide, dans les premiers termes, avec le déve- 

0 
loppement de z’', cette coïncidence ne pourra persister 
au delà du (4 — :1)*"* quotient; donc, si l’on introduit 
, Side R . R’ 
k + 1 quotients dans g © par suite, k dans gr? aucune 
Q PA : 4 
ne sera comprise entre s gi 


des fractions — Si : 


0 
| PQ, 
ù 


, M 
conséquence, les rapports nr y Seront positifs. Si ces 
M’ 


N 
seront deux réduites consécutives de z; dans le cas con- 


ps , ne : M 
rapports sont supérieurs à l'unité, ie fractions K ©! 


traire, soit = C+ — 5 C étant l’entier contenu dans re 





il viendra 
we (Me +M)G+M 
7 (NC EN)HEN 
Me + M’ | 
e qui monire que ——— et — sont alors deux ré- 


Nc + N’ N 
duites consécutives de z. Or, au lieu d'opérer comme 
nous venons de le faire, il suffit évidemment d'introduire 


R ; : rite R 
dans < un quotient de plus; si donc la réduite 3 (M- 


; : : k M 
brasse # + 2 quotients au moins, la fraction W Sera une 
î 


N’_ 





réduite de z, et ellësera précédée de la réduite 
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I! faut pour notre objet prendre le quotient complet ‘4 
LA 


égal à z'; par conséquent, pour que la fraction = ou 
P,S'— PR 
QS' — Q, R' 
soit une réduite de z répondant au quotient complet qui 
précède z/, il peut être nécessaire d'employer deux pé- 
: à ; A À 
riodes de quotients, au moins, pour former la fraction S? 
mais deux périodes suffiront toujours si À est supérieur 
à 1. Lorsque k est égal à 1, la période se réduit à un seul 


M N : os 
terme a ; les rapports nr tx seront positifs si l’on prend 


I D U Pire A 
SH pc il est facile de vérifier que ces mêmes rap- 
a 


ports seront supérieurs à 1, à moins que l’on n'ait a = 1. 
Dans ce cas particulier d’un seul quotient égal à l’unité, 
il est nécessaire d'introduire trois quotients au moins 


SE R 
dans la réduite Res 


Désignons par — la valeur de l'expression précédente, 
< nr 
lorsqu'on emploie x périodes de quotients pour former 
g 5 0n aura, en remplaçant P', et Q, par leurs valeurs 
tirées des formules (6) 


R' 
GP, (S +R) Pie 
Le] 


| 2 ER’ 
2 = Q (s = ë n') Feu Q, € ° 
ou, en éliminant P, et Q, par le moyen des formules (12), 


(oE É [s 


®@, ane b, (s e R' | ET (EP; — FQ:) . B* 


D » 7540! (s Et —— R') — (DP, — EQ,) = R'. 
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\ | A R’ 2 . e # 
D’après notre hypothèse, St une réduite de z’ qui ré- 


pond au dernier quotient de la n°" période: d’ailleurs 


É 


g est la réduite qui répond au même quotient pris dans 


la première période; donc les valeurs de R’ et de S’ se- 
ront données par les formules (12), si l’on y remplace 


12 


A—E 
qu'on écrive 7 — 1 au lieu de 7; on a ainsi 


R'— Guy, +(E'6 + D'6')0,., 


APE" 


S'— Eu i+ | —6—E s') MST 


\ 


En faisant usage des formules (13) et (14), ainsi que des 
relations 


Ui Un + A Pin = Un, Po Un EE Wii Vni = Vs 


qui résultent de l'identité | 


ATEN E VA) Pare. SE pe | VA) (ue, Sa, VA) , 


on obtient les valeurs suivantes de R’ et S’: 


6 DES 
RS LS = u, — — 


Pn ; 
(22 v, 


les expressions précédentes de %, et de 9, deviennent en- 
suite 


Gabon (EP EF Qu 
Ÿ » ra Q, Un — (DP, - EQ, )v, , 


et, par conséquent, On a 
D CIN PS LOS ET r" 0 


ce qui démontre bien que pour les valeurs de #7 supé- 
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. « 3 - P_ , . . » 
rieures à 1, les fractions -— sont les réduites qui répon- 


—n 

dent aux quotients complets précédant les quotients 
égaux à z’ dans les périodes successives de la fraction 
continue z. Il faut remarquer que la première des ré- 


—n 7 


> SAVOIr 


—n 2 


pris dans la partie non périodique. 


duites 








» peut répondre à un quotient com- 


31. Le cas de n — : constitue une exception ; la frac- 
. pP' ” e 
tion -— peut être une réduite de z ou de x, et dans ce 
ET * 


dernier cas elle répond toujours à un quotient compris 
dans la partie non périodique ; il peut arriver aussi que 


E] P_ - ’ L] 
la fraction ——* ne fasse partie des réduites d’aucune des 


—1 


fractions continues x et z. 

Le cas de n—2 fait lui-même exception, comme 
nous l'avons déjà dit, lorsque lies périodes de x et de z 
se réduisent à un seul quotient égal à l'unité. L’équation 

5x? — 25x+31—0o 
en offre un exemple. Les deux racines sont 


— 25 + ÿ5 2 25 + V5 
Enr a Sagan LL 


10 10) 10 


- 
« 


PE Me P, ARE ’ à 
les réduites — de x qui répondent aux quotients pério- 


112 


diques sont données par les formules 


PRET LIp»s Q, = 3uy + 5v,, 


Un + Ph V5 = Fo) ’ 


2 
On ure de là 


Po Fi 10e sé 
TE RLE  UPaRe 7 CT Re: dt 








ISI 
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SI 
QT 


puis, en donnant à n des valeurs négatives, 


CT ONE: 0-00 - 








P_, 2 P_, 5 pr 3 P_, Ô 
EU 

Dans cette dernière suite, la deuxième fraction n’est 
une réduite pour aucune des deux racines x et z; la pre- 
mière et la troisième fraction sont des réduites de z qui 
répondent à deux quotients de la partie non périodique, 
et ce n’est qu à partir de la quatrième fraction que com- 
mencent les réduites relatives aux quotients périodiques. : 


Cas de la racine carrée d’un nombre entier. 


Data din ce cas, E6,; Dr, F = "A, et 


la formule (11) se réduit à 
P,— Q, VA — (Pl, QVA)(u, — v, VA). 


AS: Let di el 
Supposons que nos réduites — soient celles qui répondent 


n 


aux quotients complets égaux à a + VA, a étant le plus 
grand entier contenu dans YA. Alors le premiér terme de 
la période des quotients incomplets sera 24; on aura 


P, 


ee 


— a, d'où P,—a—6a, Q—6; 


ol & 


en outre, commeonaici E— a, D— 1, les formules (9) 
donneront 
U ER 6a FE P;, ÿ; Re 6 es | Q; 


on aura donc 
P, — Q, VA = (P —QyA)T". 
Exemrze. —- Soit À — 7. La période des quotients in- 


complets qui viennent après le premier quotient 2 est 
1,1,1, 4 ; la réduite qui répond au dernier quotient de 
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$# 8 
cette période est E Posant donc P,= 8, Q, = 3, on aura 


Pr — Qr V7 = (8 ere Va) ’ 
d’où 
Pi— Qi V7 127 — 48 V7, 
P, — Q, V7 — 2024 — 765 7» 
P, — Q, V7 — 32257 — 121092 V7. 


+ 


33. On peut conclure de ce qui précède une propriété 
des réduites qui répondent au dernier quotient complet 
dans les périodes successives du développement de la ra- 
cine carrée d’un nombre entier. On a effectivement 


Py_s — Qui VA —(P, — Q VA)" 
pass HD UE 22 OUR 
d'où 
Pan — Qui VA = (Pas — Qui VA}, 
égalité qui se décompose dans les deux suivantes : 


Lt P,_ NE AO Qi D nt 0 PT 


Si l’on désigne par X, la réduite qui répond au quotient 


a + VA pris dans la 7°”° période, on aura 





x P,_ SE Pan 
n — 2 OnVt— RTS 
0 “ Qu 
et les formules précédentes donneront 
À 
X, + x. 
pe VE 
cn 


d’où il suit que la réduite X,, est la moyenne arithmé- 


$ ? = 7 : A 2 ’ 
tique des deux quantités X, et <: dont la moyenne géomé- 
n 
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trique est VA. La formule précédente peut encore se 


mettre sous la forme 
2 


Xh — A 


Xn — Xh Dir? 
22 


y 


et il en résulte que la réduite X,, est précisément la va- 


leur approchée de VA à laquelle conduit la méthode 
d’approximation de Newton dont il sera parlé plus loin; 
quand on prend X, pour une première valeur approchée. 


Sur l’application de la théorie des fractions continues 
à l’analyse indéterminée du deuxième degré. 


34. Soit 


ser RTE 
D 


une racine irrationnelle et positive de l'équation 
(1) D — 2Ex+F—0; 


dans laquelle les coefficients sont des nombres entiers po- 
sitifs ou négatifs. 


. P ?» e ? . 
On a vu au n° 18 que si —“ est une réduite répondant à 


nr 


un quotient complet de dénominateur H; dans le déve- 
loppement de x en fraction continue, on a 


SLDP, —_ EQ,} — AQ]—+HH, 
ou, en remplaçant À par E°— DPF, 
Dhen2EP,0, + FO H: 


le signe + ou — ayant lieu dans le second membre, sui- 


n » . . 
vant que 6, est une réduite de rang pair ou de rang 


n 


. , Ê 

70 COURS D ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 

impair. L'égalité précédente montre que l’une des deux 
équations indéterminées 


6) Dy'—2Eyz+ Fe + H, 
(3) Dy'— 2Eyz + Fz——H, 


74 


sera satisfaite par les valeurs 
VV —= Ps Zz — Qt 
Py #4 HR Es ' . 
Supposons que 0, soit la réduite qui répond à un quotient 
n 


complet de dénominateur H pris dans la (7 + 1)*”* pé- 
riode; si le nombre des quotients contenus dans une 
période est pair, les réduites 

P, P. P, 

Q, 2 QG. Q, Vtt 
seront toutes de rang impair ou toutes de rang pair; elles 
fourniront donc une suite infinie de solutions entières 
pour l’une des deux équations indéterminées (2) et (3). 
Mais, si la période de la fraction continue x renferme un 
nombre impair de quotients, les réduites Fr géroft alter- 


[12 


nativement de rang pair et de rang impair; en consé- 
quence elles donneront une infinité de solutions entières 
pour chacune des équations (2) et (3). Il peut arriver 
qu'il y ait dans la même période plusieurs quotients com- 
plets de dénominateur H, et l’on doit alors appliquer à 
chacun d’eux ce qui vient d’être dit. 

Les solutions entières dont il vient d'être question, et 
qui répondent à un même quotient complet pris dans les 
diverses périodes de x, peuvent être représentées par les 
formules 
(4) y = Pour + (EPo — FQi)r,, 


3 — Q Un + (DP, LL EQ) Vn 
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u, et V, désignant ici les mèmes quantités qu’au n° 27; 
ces deux formules sont comprises dans la suivante 


E+ VA \ E + VA As 
(= 5) jet (re Q (so, VA) 


où le radical VA peut être pris avec un signe quelconque; 
en donnant à ce radical le signe + et le signe — succes- 
sivement, et en multipliant ensuite les deux équations 
résultantes, il vient 








Dy— 2E 72 + F3 — (DP; — 2EP,Q, + FQi)(ui — Avi}. 


Comme u?— A — +1, le second membre de cette 
égalité ne change pas par le changement de r en — »; 
par conséquent, quand on donnera à n toutes les valeurs 
entières de — © à + , les formules (4) fourniront des 
solutions entières en nombre infini, pour chacune des 
équations (2) et (3), si la période de x renferme un nombre 
impair de quotients, et pour une seule de ces équations 
seulement, si le nombre des quotients contenus dans la 
période est pair. 

Les résultats qui précèdent ont été tirés de la considé- 
ration de l’une des racines x de l'équation (1); la deuxième 
racine ne donnerait rien de plus, car en attribuant à 7 
des valeurs négatives dans les formules (4), nous avons 
fait intervenir, d’après ce qu’on a vu précédemment, les 
réduites qui naissent du développement de la racine con- 
juguée de x. 


35. Lorsque le nombre entier H est inférieur à VA, 
l'analyse précédente fait connaître toutes les solutions en- 
uières des équations (2) et (3). On a effectivement ce 
théorème : 

Taéorëme. — Les nombres D,E, F,H étant des en- 


ters et H étant < V À, si les entiers positifs Pet Q, sup- 
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posés premiers entre eux, satisfont à l'équation 


: E ; ; LA 
la fraction 6 sera nécessairement une réduite de l’une 


des fractions continues qui représentent les racines de 
l ‘équation 
Dr — 2Ex + F— oo, 


sauf une légère exccption dont il sera parle. 
On a, par hypothèse, | 
(1) DP?— 2 EPQ FOUR 
et l’une quelconque des racines de l’équation 
Dz'— 2Ex + F—o 
peut être représentée par la formule 


E + i VA 
LE RUES. 


2 


où : désigne le nombre Æ r et où À est mis au lieu de 


. , , . P L . . 
E? — DF. Enfin, si l’on réduit Q en fraction continue et 


) , Ed , Q . PES P 
que l’on représente par G la réduite qui précède eus 
aura 
(3) PQ'— QE —, 


J étant égal, à volonté, soit à +1, soit à —1. 
Cela étant, posons 


| _ Pz'+ P' A it Qt 
(4) Her O7 +Q (ik AT Re dE Pa DEN 
on aura 
M D anse VD A 
Q, AQUP, — QE): iQ I(DR:-E0) 600 
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et, en rendant rationnel le dénominateur du second mem- 
bre, il viendra 


y + Ÿ _/LDP = EQ EQ) +Q Va}, 
k Q  Q(DP: — 2EPQ + FQ) 


cette formule peut être simplifiée par le moyen de l’équa- 
tion (1); celle-ci donne en effet 


DP — EQ — 4Q 15e 


le nombre k étant égal à + 1 ou à — 1, suivant le signe 


de DP — EQ,. Il vient alors 


Te 0) 


0e + H sh, 





les signes de zet de j étant arbitraires, je prendrai 1 = } 
et je choisirai ensuite 7 de manière que j# ait le signe de 
+ H ; on aura ainsi 


ps Vite CU 


(5) Ne Wet 





formule où les radicaux sont pris positivement. 
Nous pouvons supposer D positif; alors, si le second 
membre de la formule (1) est + H, le second membre de 





TURN : ARR 
la formule (5) sera supérieur à ; 1] sera donc, d’après 


LA 
l'hypothèse, supérieur à 2; d’ailleurs, la fraction © est 
A nn . EL ] ] al d / al < ee à 
moindre que 1 ; donc la valeur de x’ sera supérieure à #, 
et en conséquence x’ sera, d’après Ja formule (4), un quo- 


. » \ La e » * P 
tient complet, répondant à une réduite égale à 5’ dans le 


développement de l'irrationnelle x en fraction continue. 
G 
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Si Le second membre de la formule (1) est — H, la con- 
clusion précédente n’est plus légitime en général, mais 
on voit cependant qu'elle subsiste si Q a une valeur très- 
grande, car le second membre de la formule (5) différera 


; { nu VA RE: . Ê] 
alors très-peu de “y” quantité qui, par hypothèse, est 


supérieure à 2. Îl est facile d’assigner une limite de Q au 
delà de laquelle le théorème n’est jamais en défaut; à cet 
effet, écrivons comme il suit la valeur de x’: 


FA ! QUE ST 

: 2 VA  Q'+i1 ( I DH mé 
= PRE = bte A de GS 

| ns alone Ne œ nv); 

comme YA est supérieur à H, et que Q'+ r est au plus 

égal à Q, on aura certainement x’ > 1, si la quantité 


E ty à PEL Ha 


est positive, c’est-à-dire si l’on a 


LE te à 
Var Vs 


en élevant au carré cette inégalité et effectuant les réduc- 








tions, 1l vient 
D + d 


en), VA 


ana É 1% el 
Lorsque Q surpasse cette limite, la fraction Q est l’une 


CPS Ty re) 


des réduites relatives à l’une des racines x; mais si 


l’on a 
D + H 


per y] 
2 VA 
on ne peut plus rien aflirmer en général. 
Il faut remarquer que ce cas d'exception ne peut se 





QFe 
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présenter que si F est positif, car, dans le cas contraire, 
l'équation (1) peut se mettre sous la forme 


— FQ: + 2EPQ — DP° = +H, 
Q 


et alors é étant une réduite de la fraction continue qui 


: J . I P ; 
exprime l’une des irrationnelles —, 0 sera l’une des ré- 
TL 


duites de x. 


36. D’après ce qui précède, si les équations indéter- 
minées 
j*— A —H, 


dans lesquelles À désigne un entier positif non carré, et 


où H est un entier inférieur à VA, admettent des solutions 
entières, ces solutions seront toutes fournies par le déve- 


loppement de VA en fraction continue. Par conséquent, 
si le nombre H ue figure pas parmi les dénominateurs des 
quotients complets qui forment la première période, au- 
cune des deux équations précédentes n’admettra de so- 
Jutions. 

Le dernier quotient de chaque période ayant l'unité 
pour dénominateur, l'équation 


FAR = +4 


admet toujours des solutions entières ; il en est de même 
de l'équation 
PA — 1, 
quand le nombre des quotients de la période est impair. 
Mais, lorsque le même nombre est pair, l'équation pré- 
cédente n’âdmet aucune solution entière. 
Considérons par exemple l'équation 


y20023 = EH; 
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en développant 29 en fraction continue, on trouve les 
Mare incomplets 





Vas 5 + 29 3 + V29 2 +29 3 + V29 
20; 

AE 5 5 LE 
La période se compose de cinq quotients, et l’équation 
proposée admettra des solutions si H est égal à l’un des 


nombres 1, 4, 5. En particulier, comme T° est la réduite 


13 
qui répond au dernier quotient de la première période, 
on voit que les solutions des deux équations 


» 5 + V20... 


Dore 0e 0, 


CA 


seront données respectivement par les formules 


Ve 


rinaVen= (Tor 13 V29 
29 = (70 — 13 V29)"; 


2 





« 
si l’on fait » — 1 dans la dernière formule, on obtiendra 
les plus petits nombres qui satisfont à l’équation 


Ts A0 EU 
savoir : 
= 00, 2% 1030. 
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CHAPITRE TIL. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 


Des expressions imaginaires. 


37. Conformément à l’usage adopté, nous représente- 





rons par z l'imaginaire V— 1, et nous appellerons expres- 
sion imaginaire toute expression de la forme 


À + Bi, 


où À et B sont des quantités réelles, positives, nulles ou 
négatives. | 

Quand nous saurons d'avance que deux quantités 
réelles A’ et B/ sont respectivement égales à deux autres 
A et B, nous dirons que les expressions À + Bz et A+ B'i 
sont égales. 

IL est évident que si l’on a plusieurs égalités de la 
forme 
A + Bi— A’ + B'i, 


à] 


et qu'on les multiplie membre à membre, en opérant 
comme si z était une quantité réelle, on obtiendra une 
égalité dans laquelle les coeflicients des mêmes puissances 
de & seront égaux; l'égalité subsistera donc quand on 
rabaissera les exposants de z au-dessous de 2, en faisant 
usage de l’équation 5° = — 1. 

Considérons l'expression imaginaire À + Bi; on peut 
toujours trouver une quantité positive p et un arc a tels. 


que l’on ait 
— pcosa, B—psina. 
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En effet, il suflit de prendre i 


p = + YA? + B?, 
puis 
A À 
9 SN ———— ; 
+ VA? + B: + VA? + B? 





COS 


par conséquent, on peut écrire 

A +Bi—pcosa +ipsina, 
ou, si l’on veut, 

A + Bi—p(cosa +isina). 


Quand une expression imaginaire est ainsi ramenée à 
la forme p (cosa + isin a), la quantité positive p est dite 
sou module ; l'arc a est son argument. 

Le module d’une expression imaginaire donnée est dé- 
terminé, mais l'argument ne l’est pas entièrement, car 
une expression imaginaire ne change pas quand on ajoute 
à son argument ou qu’on en retranche un nombre quel- 
conque de circonférences. 

Les quantités positives et négatives peuvent être consi- 
dérées comme des expressions imaginaires dont le module 
est égal à leur valeur absolue et dont l'argument est un 
nombre pair ou impair de demi-circonférences; car, 
soit À un nombre positif, on a, quel que soit l’entier k, 


+ A = (cos2 x +isin2kr), 
— A Afcos(24 +i)r +isin(24 +1)r|]. 


Pour que deux expressions imaginaires soient égales, 
il faut et il suflit que leurs modules soient égaux, et que 
leurs arguments diffèrent d’un multiple de la circonfé- 
rence. Supposons, en effet, que les expressions 


p(cosa+isina) et p'(cosa' + isin a’) 


$ 
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soient égales, on a 
pcosa —$'cosa', osina—p'sina", 


et, si l’on ajoute ces équations, après les avoir élevées au 
carré, il viendra 

pp? et p—p'; 
les modules étant égaux, les ares a et a! ont même sinus 
et même cosinus ; donc ils ne peuvent diflérer, s’ils sont 
inégaux, que par un multiple de la circonférence. 

Les arguments de deux expressions imaginaires conju- 
guées, telles que À + Bet À — Br, ont même cosinus, 
tandis que leurs sinus sont égaux et de signes contraires ; 
la somme de ces arguments est donc égale à un mulüple 
de la circonférence. | 


98. Taéorëme. — Le produit de deux expressions 
imaginaires est une expression imaginaire dont le mo- 
dule et l'argument sont respectivement le produit des 
modules et la somme des arguments des facteurs. 


Considérons d’abord deux expressions imaginaires 
cosa +isina et cos + à sin b 


ayant l’unité pour module. Si l’on effectue leur produit, 
il viendra 


(cosa + isina)(cosb +isinb) 
— cosa cos b + i(sina cosb + cosa sinb) + i?sina sinb, 


ou, à cause de © — —1, 


(cosa +isina)(cosb + isinb) 
— (cosa cos b — sina sinb ) + i (sina cosb + cosa sin b ); 


or, nous savons que l'on a 


cosa cosb — sina sinb — cos{a + b), 


sin a cos à + cosasinb — sin(a + b); 
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on peut donc écrire 
(cosa + isina)(cosb + isinb) — cos(a + b) +isin(a + b). 


Soient maintenant p (cosa + isina), p'(cosb +isinb) 
deux expressions imaginaires ayant respectivement pour 
modules p et p'; on a 


p (cosa + isina) X p'(cosb +isinb) 
— pp! X (cosa + isina).(cosb + sinb), 


et, par conséquent, 


p(cosa +isina) x p’ (cosb +isinb) 
— pp" [cos(a + b) +isin(a + b)]. 


Cororzaire Î|. — Le quotient de deux expressions 
imaginaires est une expression imaginaire dont le mo- 
dule et l'argument sont respectivement le quotient des 
modules et la différence des arguments du dividende et 
du diviseur. 


Car, soient les deux expressions 


p(cosa +isina) et p'(cosb +isinb), 
on à 


[cos (a — b)}+ isin(a — b)1X p'(cosb + isinb) 
} 
— p(cosa +isina); 
d’où 
cosa + isina ë 
TUE RER a Ê [cos(a — b\+isin(a— b)]. 
p (cos b + isinb) p 
Corozzarre Il. — Le module et l'argument du pro- 
5 P 
duit de tant d'expressions imaginaires que l'on voudra 
sont égaux respectivement au produit des modules et à 
la somme des arguments des facteurs. 


En effet, pour multiplier les deux premiers facteurs, on 
multiplie leurs modules et on ajoute leurs arguments. 
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Pour multiplier ce produit par le troisième facteur, il 
faut multiplier son module par celui du troisième facteur, 


et ajouter à son argument celui de ce troisième facteur; 
et ainsi de suite. 


Corozzaire III. — Pour élever une expression imagt- 
naïre à une puissance entière et positive de degré m, il 
faut élever le module à la puissance m, et Hp 
l'argument par m. 


Cela résulte immédiatement du corollaire Il, en sup- 
posant égales entre elles toutes les expressions imaginaires 
que l’on y considère. 

Soit, en particulier, cosa +1sina une expression 
imaginaire de module 1; on a 


(cosa + isina)"— cosma + i sinma. 


C’est dans cette égalité que consiste la formule de 
Moivre. 


39. Le module de la somme de deux expressions ima- 


ginaires est compris entre la somme et la différence des 
modules des parties. 


En eftet, soient les deux expressions imaginaires 
) D 
AS: æ / ARE 
p (cosa + isina), p'(cosa’ + isina/), 
et posons 
R (cos A + isinA)— p (cosa + isina) + p’(cosa’ + isina'), 
on aura 
R cos A — Pcosa + p'cosa’, 
R sin À — p sin a + p’sin a’; 
si l’on ajoute ces égalités après Les avoir élevées au carré 


et que l’on extraie la racine carrée des deux membres de 
l'égalité résultante, il viendra 





RES Vo? + 2pp" cos(a — a) + p°?; 
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on a done 
R£VIp—pf où £p+p! 
R2V(p—p} où 2—+(p—p'). 
Il résulte de là que 


Le module de la somme d'un nombre quelconque 
d'expressions imaginaires ne peut surpasser la somme 
des modules de ces expressions. 


Des fonctions entières. 
Â0. Un polynôme tel que 
A7" + AZ +... +An_13 + Ans 


dans lequel chaque terme est le produit d’une constante 
réelle ou imaginaire par une puissance entière d’une va- 
riable réelle ou imaginaire z, est dit une fonction en- 
tière de z. Le polynôme étant supposé ordonné par rap- 
port aux puissances de z, le degré m du premier terme est 
le degré de la fonction. Une équation est dite algébrique, 
lorsqu'elle peut être mise sous la forme f(z) = 0, f(z) 
désignant une fonction entière de z. 


Taéorbue I. — Si une fonction entière f (z) de z 
s'annule pour z — 0, on peut assigner une quantité po- 
sitive r, telle que, pour toutes les valeurs de z dont le 
module est compris entre o et r, le module de f(z) 
soit constamment inférieur à une quantité donnée KR. 


Eu effet, soit la fonction 
SITE A7 PAT OP AR 7 


qui s’annule pour z — 0, et dans laquelle quelques-uns 
des coeflicients À peuvent être nuls. Désignons par p le 
module de la variable z et par a le module de celui des 
coeflicients Ag, A1,...,A,-, qui a le plus grand mo- 
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dule. Comine le module d’une somme ne peut surpasser la 
somme des modules des parties, on aura 


mod f(z) << a (p" + prE ltd p) ou al Pr, 


I — 


et si la valeur de p est inférieure à 1, on aura à plus forte 
raison 





mod f(z) << À 


Len 


0 


Donc, pour que le module de f(z}) soit inférieur à R, 
il suffit que l’on ait 
ap R 


R ——: 
caf UD pe 





et, en conséquence, si l’on pose 


MAR 


le module de f (z) sera inférieur à R pour toutes les va- 
leurs de z dont le module est compris entreo et r. 


CorozLrarme IL: — S: 
El À np 7 — ARIANE à +...+ A2 Ti + A2" 


est une fonction entière de z ordonnee par rapport aux 
puissances croissantes de z, et que l’on pose 


f(s)= A ,#(1+ 6), 


on pourra assigner une quantité positive r telle, que pour 
toutes les valeurs de z dont le module est compris entre 
o et r, le module de € soit constamment inférieur à une 
quantité positive quelconque donnée K. 


En effet, la fonction que nous désignons par € a pour 
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valeur 


A A, 


LE rom NE ; 
m— y m— p. m— pu 
et il suffit de lui appliquer le précédent théorème pate 
établir la proposition énoncée. 
Dans le cas où la fonction f (2) et la variable z sont 
réelles, on voit que pour toutes les valeurs de z, dont le 
module est inférieur à une certaine limite, la fonction a 


constamment le signe de son premier terme. 


CorozLairEe II. — S: 
Fa) = A2 + AM + An13 + An 


est une fonction entière de z ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de z, et que l’on pose 


f(z)—= Az" (1 +), 


on pourra assigner une quantité positive r telle, que pour 
toutes les valeurs de z dont le module est supérieur à Tr, 
le module de & soit constamment inféri ieur à une quan- 
lité positive quelconque donnée KR. 


En effet, la fonction désignée par € a ici pour valeur 


Ai I Pour À; I 1 M TES, I _ An I 
D EE nd ie re see red 
A, z 452? Ait GATE At 


et son module sera inférieur à la quantité donnée R pour 


\ I LL dl e “ 
toutes les valeurs de — dont le module est inférieur à une 
Z 


e e , I ° ° « e 
certaine quantité — qu’on peut déterminer, c'est-à-dire 
r 


pour toutes les valeurs de z dont le module est supé- 
rieur à /', 

Dans le cas où la fonction f(z) et la variable z sont 
réelles, on voit que pour toutes les valeurs de z dont le 
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module est supérieur à une certaine limite, la fonction a 
constamment le signe de son premier terme. 


CorozLairE III. — Le module d’une fonction entière 
Î (z) devient infini en même temps que le module 
de z. 


Ce corollaire résulte immédiatement du précédent. En 
effet, la fonction f(z) étant ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de z, soit A,z” son premier 
terme, et posons 





F (2) 
ZI + 
A,2" € 


on sait que le module de € peut devenir aussi petit 
que l’on voudra, si le module de .z est suffisamment 
grand. Soient M, p, a, n les modules de f(z), z, A5, €; 


J . ne M . 
l'équation précédente nous montre que — est compris 
a p" 


entre 1 — n et 1 +», d'où il suit que, quand p tend vers 
lPinfini, on a 





Jim ET: 

70 

A. Taéorëue IL. — Une fonction entière f (z) de z 
est continue. 


En général, une variable f (z) qui dépend d'une autre 
variable z est dite continue, si le module de la différence 


f(2+h)— f(2) 


peut devenir plus petit qu’une quantité quelconque don- 
née, quand on attribue au module de 2 une valeur suf- 
fisamment petite. 

Cela posé, f(z) désignant une fonction entière, or- 
donnons le polynôme f(z + k) — f (z) suivant les puis- 
sances croissantes de L; ce polynôme s’annulera pour 
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h = 0, et si l’on désigne par À,,_, k" le premier de ses 


termes, on aura, par le corollaire I du n° 40, 
JC Te om À oc PR LS à 


e étant une quantité dont le module peut devenir aussi 
petit que l’on voudra. Si donc on attribue à k des valeurs 
dont les modules décroissent indéfiniment, le module de 
la différence 

f(za+k) —f(3) 
prendra des valeurs qui décroitront aussi indéfiniment, 
et en conséquence f(z) est une fonction continue. 


CorozLarre [. — La variable z et la fonction en- 
tière f (z) étant supposées réelles, si l’on attribue à z 
deux valeurs 25, 71, et que les valeurs correspondantes 
f (2); f(z1) de f(z) soient de signes contraires, la 
fonction f (z) s'annulera nécessairement pour une ou 
plusieurs valeurs de z comprises entre 2, et 2. 


En eflet, s’il en était autrement, les valeurs que prend 
J (z) quand x varie de z, à z, seraient comprises, les 
négatives entre deux limites — À et — B, les positives 
entre deux autres limites + A'et + B'; par conséquent, 
z variant d’une manière continue, il faudrait que f (z) 
passät brusquement d’une valeur comprise dans le pre- 
mier intervalle à une valeur comprise dans le second, ce 
qui est incompatible avec la propriété que possède f (z) 
d’être conunue. | 


Corozzaine Il. — Quelles que soient la variable 
3 — p (cCoSw + isinw) 
et la fonction entière 
fUE)=P +1, 


si le module ou l'argument de z reste constant, ou si 
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ces deux quantités varient simultanément d'une ma- 
nière continue, suivant une loi déterminée, aucune des 
deux quantités P et Q ne pourra chars de signe sans 
s’annuler. 


La démonstration est exactement la même que celle du 
_ précédent corollaire. Supposons, en effet, que l’argu- 
ment w varie de &, à w,, et que p soit constant ou F4 1 
dépende de w, d’après une loi quelconque, de manière à 
varier d'une manière continue quand w varie lui-même 
d'une manière continue. Si P ou Q a des valeurs de signes 
contraires pour & — w, et & — w, et que cette fonction 
ne s’annule pas, ses valeurs négatives seront comprises 
dans un certain intervalle, et la même chose aura lieu 
à l'égard de ses valeurs positives. La fonction passerait 
donc brusquement d’une valeur comprise dans le pre- 
mier de ces intervalles à une valeur comprise dans le se- 
cond, ce qui est inadmissible. 


Développement de la fonction entière f (z + }) 
suivant les puissances de h. 


42. Soit 
fz)= A+ Ag + + Ani13 + An) 
on aura, en remplaçant z par z + , 
fka+h)=A(z+ h}+ Az + AJ. Le Am1(3+ 4) +An 


Si l’on développe les diverses puissances de z + À qui 
figurent dans cette formule et qu'on ordonne suivant les 
puissances croissantes de , il est évident que le premier 


terme sera f (3), et que le coeflicient de 4" sera 


Fra HIT I ré 
m( rm l).. (nr ; “D te À my +, RU es À ny. 
1.2. pe en ÿ 
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Nous représenterons par 
MN TA T'en TT LAPS rent f"(2) 
les coefficients respectifs de 


h le? h! 
— 9 D —;$ 
I 1. ER OC RUN 








RACE | — 


dans le développement de f(z + h), en sorte que l’on 


aura 

h /2 2m 
S(2+ 4) = fe) + = f"() + pipe e (z) +... + SP en, 
et 


f'(z)=mA;zt +...+puA TL + An, 


M— 4 


F'(z)= m(m—1)Az1+...+p(u—1)A 2 GES oies à » 


mMm— 2 


Chacune des fonctions 
Phehouf Cete ed es Pt es 


à partir de la deuxième, se forme d’après la même loi au 
moyen de la fonction précédente, savoir, en multipliant 
chaque terme de celle-ci par l’exposant de z qui y figure, 
et en diminuant ensuite cet exposant d’une unité. 

La fonction f'(z) est dite la dérivée du premier 
ordre, ou la première dérivée, ou simplement la dérivée 
de f (z). Pareillement f” (z), qui est la dérivée de f” (z), 
est dite la dérivée du deuxième ordre ou la deuxième 
dérivée de f(z). et ainsi de suite jusqu'à f” (z) qui sera 
la dérivée du m°"° ordre ou la m*”* dérivée de f (z). Une 
fonction entière du degré m a ainsi m dérivées successives 
dont les degrés sont respectivement m, m—1,...,1,0, 
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eu sorte que la m“*”° dérivée est égale à une simple con- 
stante. 

D’après ce qui précède, lorsque la variable z reçoit l’ac- 
croissement À, la fonction f (z) prend un accroissement 
qui peut être mis sous la forme 


(1) fiz+h)—f(z)= hf (z) + he, 


en posant, pour abréger, 





h 2? AT 
(2) = PU) + Se) (2). 
On a donc 
Z hi == F2 
(3) LÉO EE 


et comme € tend vers zéro en même temps que k, on voit 
que la dérivée d’une fonction entière f (2) est la limite 
vers laquelle tend le rapport 


F(z+ Ah) — (2) 


’ ? 
h 





lorsqu'on fait tendre À vers zéro. 

En. outre, quelle que soit la valeur attribuée à z, on 
peut assigner une quantité positive r (n° 40, corollaire IT) 
telle que, pour toutes les valeurs de 2 dont le module est 
inférieur à 7, le module de-la fonction € soit inférieur 
à une quantité positive donnée n aussi petite que l’on 
voudra. 


Principe fondamental de la théorie des équations. 


43. LEemme. — Soit 
(2) = A7 + AZ +... +An123+ An 


une fonction entière d’une variable z, d’un degré quel- 
conque m, et dans laquelle les coefficients À,, À;,..., A 
E 


ne 


(gi 
d 
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sont des quantités données réelles ou imaginaires. Si le 
module de f(z) ne se réduit pas à zéro quand on attri- 
bue à z la valeur déterminée z,, réelle ou imaginaire, 
on pourra trouver une quantité h, réelle ou imaginaire, 
telle que le module de f(z,+ h) soit inférieur au 


module de f{2,). 


En eflet, k désignant une nouvelle variable, rempla- 
çons z par Z, + h, et faisons, pour abréger l'écriture, 
Z (a) Lu — JUS 

1.2.,.f4 
il viendra 


Fc +h)= + Dh +. HZ RE +... Zn ht: 


Par hypothèse, le module de Z, n’est pas nul ; quelques- 
uns des coefficients Z,, Z,,... des puissances de À peu- 
vent être nuls, mais il n’en peut jamais être ainsi du der- 
nier de ces coeflicients, c’est-à-dire de Z,, dont la valeur 
est évidemment égale au coefficient À, de z” dans f(z); 
je représenterai généralement par Z, le premier des coeffi- 
cients Z4, Z2:,..., Zn dont le module est différent de 
zéro. D'après cela, la formule précédente, divisée par 


f (2) ou Z,, deviendra 


S (20 + h) Zn Zn: Zn 
a = kr" = —; ht! —+- ser à me) 12 
MS DE T LES ZA AZI Kia 


Désignons maintenant par p et w le module et l'argu- 
ment de la variable h, par C, et «,, quel que soit y, le 


EU 
module et l’argument de la quantité Le on AU 
0 


Z 
h = p (coSw + isino), Ë De C,(cosa, +isina,), 


0 
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et la précédente formule deviendra 


ee —=iI1+C, p”" [cos (720 LE an) De i sin (76 Fa Gn)] one 








+ Cn p""[ cos (772 0 + am) + isin(mo + am)]. 
Cela posé, déterminons l'argument © par la condition 
FDQ FAR EEIT 
d'où 
Cos (no + a) — 1, sin(ro +) —o, 


la formule générale qui précède deviendra 


hand à roue all, 
f (2) — (1 C;p") 


Gap Tl [cos (x + 10 + aa )E isin(z + Lo a eh Ÿ +. 
+ Cnp'{cos(mo + an) + ism(mo + am) ]. 





Soient R et R, les modules de f(z, + h) et de f(z,), 


; | TURN R 

le module du premier membre de notre égalité sera — ; 
0 

quant au module du second membre, on sait qu'il est 


inférieur ou au plus égal à la somme des modules de ses 
termes. D'ailleurs (1 — C,p") sera égal à son module, si 
1 


LE 


C 





l \ 1 “ p » 
l’on donne à p une valeur inférieure à ; on aura donc, 


Æ 


dans cette hypothèse, 


À 


“# ou <T (1 — Cp") + A PE PT En et DM 
0 


ou 


Ca Cr 

— = OÙ <1— Cp 1——p—., — — pr |, 
R, F CLS Ts 

La quantité entre crochets a pour limite l'unité 
quand on fait tendre p vers zéro, et nous savons que cette 

te : 'E / 

quantité reste positive pour toutes les valeurs de p com- 
prises entre zéro et une certaine limite r que l’on peut 


al 
| © 
i 
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assigner. Done, pour toutes les valeurs de p supérieures à 
F4 À A ? : y I 
zéro et inférieures à la plus petite des deux quantités — 
Ve 
ei r, on aura 


R 
R. LATROURR< ER, 


ce qui démontre la proposition énoncée. 

De ce lemme résulte immédiatement la démonstration 
du principe fondamental de la théorie des équations, le- 
quel consiste dans le théorème suivant. 


44%. Taéonkme I. — Si f(z) désigne une fonction 
entière de z, d'un degré quelconque m, et dans la- 
quelle les coefficients soient des quantités données réelles 

. . . 9 7 . . , 
ou imaginaires, l'équation f (z) = 0 a une racine réelle 


ou iMmagInaure. 


En effet, si l’on donne à la variable z toute la série des 
valeurs réelles ou imaginaires, il est évident que le mo- 
dule de f(z), qui est essentiellement positif, ne pourra 
pas s'abaisser au-dessous d’un certain minimum. Ce mi- 
nimum ne peut répondre à une valeur infinie du module 
de z, car nous savons que le module de f(z) devient 
infini en même temps que celui de z. On voit alors que le 
minimum du module de f(z) ne peut être que zéro, car 
s’il avait une valeur R, différente de zéro et répondant à 
la valeur z, de z, on pourrait trouver, d’après le lemme 
qui précède, une quantité À qui donnerait 

mod f (2 + À) € Ro, 
ce qui implique contradiction. 

Il existe donc une valeur finie de z telle, que l’on ait 
mod f (z) = 0; cette valeur est dite une racine de l’équa- 
tronf (2 10} 


Remarque. — Si l’on remplace la variable z par 
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x + iy, x et y désignant des variables réelles, la fonc- 
ton f (z) pourra se mettre sous la forme 


(SE ir) = g(r, 7) + EC x) 
o(x, y) et b(x, y) désignant des fonctions réelles de x, y 


et de quantités réelles connues. 
Le module def (z) sera la racine carrée de la somme 


Lee r)P+[V(x, r)P, 
et il ne pourra s’annuler que si chacune des fonctions © 


et Y s’annule. Il s'ensuit que si & + :6 est une racine de 
l'équation f (z) = o, les deux équations 

p(r,7)—0, YŸ(x, y)—0o 
admettront le système de solutions communes x — x, 
y = 6. Si l’on suppose que x et y représentent des coor- 
données rectangulaires, les équations précédentes seront 
celles de deux courbes; « et 6 seront les coordonnées d’un 
point commun à ces courbes. On voit que la recherche 
des racines de léquation f(z) —o équivaut à la re- 
cherche des points d’intersection réels des deux courbes 
dont nous venons de parler, et ces points d’intersection 
sont alors désignés sous le nom de points racines. 


45. Du théorème fondamental que nous venons d’éta- 
blir résulte la proposition suivante : 


FaéorÈmes Il. — Une fonction entière de z du degrém 
est égale au produit de m facteurs linéaires multiplié 
par de coefficient de la plus haute puissance de z dans 
la fonction. 


Soit la fonction 
f(2) mL. À,3" —- Aus st +... + AGE: STE Am 


et désignons par &,,@:,...,4,,m quantités réelles ou 
imaginaires quelconques. Divisons f(z) par z —4, 
æ 
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et représentons par f,(z) le quotient, par R; le reste 
de cette division; divisons de même f,(z) par z — a, 
et nommons f,(z) le quotient, R, le reste de cette 
deuxième division; continuons de la même manière 
jusqu’à ce que nous ayons employé le diviseur z — a, 
qui fournira le quotient f,, (z) et le reste R,.. Il est évi- 
dent que les polynômes f(z), fi(z), f:(z),..., sont 
des degrés respectifs m, m—1,m—2,..., et que, dans 
chacun d’eux, le coefficient du premier terme est A,, 
d’où il suit que f,.(z), qui est du degré zéro, se réduira 
à A6. On aura, d’après cela, 


fn(z) = (3 — an) fn( 


Si l’on ajoute toutes ces égalités, après les avoir mul- 
tipliées respectivement par les m2 facteurs 


CG 
+ 
æÆ 


se 


1, (z— a), (2—a)(z—a),..., (z2—a)...(2— a), 
et que l'on remplace f,(z) par sa valeur À,, il viendra 
Lost res a)(z2— a;)...(2— a») 
Rr(z EE a): Fi .(z PTT Ars) Hs 
R;(z—4,)(2—@)+R:(2— a) +R. 

Dans cette formule, a,, a:,...,a,, désignent des quan- 
tités quelconques égales ou inégales entre elles. Mais 
nous savons que l’équation f(z) — o a une racine, et 
nous pouvons supposer que 4, soit cette racine: On aura 
alors R, — 0, puisque R, est la valeur que prend f(z) 
pour z —4a;. Pareillement l'équation f,(z) = 0 a une 
racine; nous supposerons que à soit cette racine et l’on 
aura R, — 0. En poursuivant ainsi et en supposant que 
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As Ay,+..,4, Soient respectivement racines des équa- 
onsys(s) of) den fra le 0), ‘onraura 
R;=0,R;—=0,...,R, — 0, et la formule précédente 
deviendra 
f(z) = Ao(z— &)(z—a;)...(2— a»). 
On voit que la fonction f(z) ne peut s’annuler que si l’on 
donne à z l’une des m valeurs 4,, a;,...,a, parmi les- 
quelles il peut s’en trouver plusieurs égales entre elles; il 
s'ensuit que : 
Une équation algébrique du degré m ne peut avoir 


plus de m racines. 
\ 


Si, parmi les quantités a,, 4,...,a, il y en a w qui 
soient égales à a,, f(z) admettra le diviseur (2 — a; )" 
et l’on dit alors que l’équation f(z)—=0 a p racines 
égales à a;. Au moyen de cette convention on peut 
énoncer la proposition suivante : 


Une équation algébrique a autant de racines qu'il y 
a d'unités dans le nombre qui exprime son degré. 


CorozLaiRE Ï. — Si a,,4:,...,a, désignent les m 


racines de l'équation 
A272"+ A2 +, ,..+ A, z+ A; —=o, 


« La 7 \ A, , ’ 
la somme des racines est égale ar A et générale- 


20 


ment la somme des produits n à n des m racines est 

, À ë ! ; 

égale à (— DESE en particulier le produit des m ra- 
0 


ù A 
cines est (— 1)” 2TPE 
0 
On obtient effectivement ces égalités en eflectuant le 
produit Aç(z—n,)(z2—4:)...(2— 4,,) qui doit repro- 
duire exactement le premier membre de l'équation pro- 
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posée, et en écrivant que les coeflicients des mêmes puis- 
sances de z sont égaux de part et d'autre. 


CororrarRe Il. — Si les coefiicients du polynôme 
f(x) sont réels, et que parmi les facteurs linéaires de ce 
polynôme il y en ait n qui soient égaux à z—(p +iq), 
q étant différent de zéro, il y aura également n fac- 
teurs linéaires de f(z) égaux à z—(p—1iq); et en 
conséquence le polynôme f(z) contiendra le facteur 


reel [ (z — p} + gaie 


En effet, le polynôme f(z) étant décomposé en fac- 
teurs linéaires, on a 


f(z)—= A(z—a)(z—a)...(2— a); 


si, dans cette identité, on change : en — 7, le premier 
membre ne changera pas puisque ses coefficients sont 
réels ; on aura donc 


FR N A DE 00 (PRG) COS 


nm 


a”, désignant généralement ce que devient a, quand on 
remplace z par — i. Il résulte de là que si, parmi les fac- 
teurs linéaires de f{(z), il y en a un ou plusieurs qui 
soient égaux à z —(p + iq), il y aura précisément un 
même nombre de facteurs égaux à z — (p — iq). 


CorozLaire II. — Sz /a fonction entière f(z)' du 
degré m s'annule pour diverses valeurs de z en nombre 
supérieur à m, les coefficients des diverses puissances 
de z dans f(z) sont identiquement nuls. 


En effet, le coefficient de la plus haute puissance de z 
est nul, puisque autrement la fonction f(z) ne pourrait 
s’annuler que pour m valeurs de z. La fonction f (z) se 
réduit ainsi au degré m— 1; le coefficient de z"71 doit 
être nul pour la même raison, et ainsi de suite. 
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Limites des modules des racines. 


46. Il est facile d’assigner deux limites entre lesquelles 
soient compris les modules de toutes les racines réelles ou 
imaginaires d’une équation. Soit 

fa) 0 


une équation donnée dont le premier membre a pour va- 
leur 


PAU AGE ARR ERA hs EtAUR 
Si l’on pose 


z — p(cosw +isinw), A,—a,(cosæ, + isinc), 
puis 





P= ap” cos (mo —+ %) +. + ap" cos (m — no + an) +... + AmCOSAms 


Q= &p"'sin(mo + a) +...+ an p" sin (re mn D cts 4) ARE in dns 


le carré du module R de f(z) pourra être mis sous la 
forme 


R'— [P cos{mo + «) + Qsin (mo + )f 
+ [Psin(mo + «) — Qcos(mo + w)}; 


si donc on fait 
V = Pcos{mo + «) + Qsin(mo + «) 
= ap + ap COS (+9 — GX; )H.se-tdmC0s (m © + — PER 
on aura, pour toutes les valeurs de p et de w, 
R' = V2. 


Désignons par a le plus grand des modules 4,,4,...,a,, 
et ajoutons à V la quantité 
| : p" — ] 
ip tape «+. ; +1)— a D 
| seat 
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qui est identiquement nulle, il viendra 


ET 
… GRR % 
= 

En A 


+- [a + a C0S(o + & — u)]p" +... + [a + an cos(mo + ai am) ]|. 


Pour toutes les valeurs de p qui satisfont à l'inégalité 
a 
DT eS 
& 


le polynôme V sera supérieur à zéro, et il en sera de même 


Ca 


Res a a 
du module FR. Donc la quantité 1+ — ou est une 


“y y 
limite supérieure des modules des racines de l'équation 
proposée. Pour avoir une limite inférieure des mêmes 


° I , . 
modules, il suffit de changer z en — dans l’équation pro- 
Z 


posée, et de chercher une limite supérieure des modules 
de Péquation transformée. Il est évident que si a! désigne 
le plus grand des modules a,, a;,...,a,_;, la quantité 


a m 


sera une limite inférieure des modules des racines. 





Détermination du produit des facteurs linéaires com- 
muns à deux polynômes donnés. 


47. Soient 


U—A;z"+ Az. ,+ A3 + A», 
V=Bz+Bzt+.,.+B,,2+B, 


deux fonctions entières de z, l’une du degré m, l’autre du 
degré n, et dont les coefficients sont des quantités quel- 
conques données. Chacune de ces fonctions peut être 
décomposée en facteurs linéaires, et parmi les facteurs 
de U il peut s’en trouver quelques-uns qui appartiennent 
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aussi à V. Nous désignerons par D le produit de tous les 
facteurs linéaires égaux ou inégaux communs à U et à V, 
et ce produit D sera dit le plus grand commun diviseur 
des polynômes U et V. Dans cette recherche, les coeffi- 
cients À, et B, des plus hautes puissances de z, dans U 
et dans V, ne jouent évidemment aucun rôle, et on peut 
les réduire à l’unité en divisant les coefficients de U 
par À, et ceux de V par B,. 

Supposons, pour fixer les idées, que m ne soit pas in- 
férieur à 2. Si le polynôme V divise U exactement, il 
sera évidemment le plus grand commun diviseur de- 
mandé ; mais supposons qu'il n’en soit pas ainsi; dési- 
gnons par Q le quotient et par KR le reste de la division. 
On aura 

U — VQ + R; 


si les coefficients A, et B, n'ont pas été réduits à l’unité, 
l'opération que nous venons d’exécuter a pu introduire des 
coefficients de forme fractionnaire, ce qui n’a aucun in- 
convénient au point de vue théorique; maïs on pourra les 
éviter, si l'on veut, dans les applications, en multipliant U 
par un facteur constant convenablement choisi, avant de 
commencer la division. Cela posé, tout polynôme qui 
divise V exactement divise aussi le produit VO, et s'il 
divise en même temps l'un des polynômes UÙ et R il divi- 
sera aussi le second. Il résulte de là que les polynômes U 
et V admettent les mêmes diviseurs communs que les po- 
Iynômes V et R ; donc, en particulier, celui des diviseurs 
communs à Ü et V qui a le degré le plus élevé coïncide 
avec celui des diviseurs communs à V et R qui a le plus 
fort degré; en d’autres termes, le polynôme D que nous 
cherchons est le plus grand commun diviseur des poly- 
nômes Vet KR. 


_ Nous diviserons donc V par R, et si la division se fait 
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exactement, R sera le plus grand commun diviseur de- 
mandé. S'il n’en est pas ainsi, désignons par R, le reste de 
la division de V par R; le raisonnement que nous avons 
fait plus haut nous prouve que le polynôme demandé D 
sera le plus grand commun diviseur des polynômes R 
et R;. On peut continuer de la même manière jusqu’à ce 
que l’on arrive à un reste R, qui soit indépendant de z, 


et cela ne peut manquer d’arriver puisque les degrés des 


TES LES AUDE SATS AR RNCS R, forment une suite 


ee 
décroissante. Si ce reste constant R, est zéro, le poly- 


nôme demandé D sera égal à R u—13 Mais si le reste con- 
stant R, n'est pas nul, les polynômes proposés U et V 
n'auront pas de diviseur commun, et l'on dit alors qu'ils 
sont premiers entre eux, où que leur plus grand commun 
diviseur est l’unité. 

De là résulte cette importante proposition : 


Faéorëme I. — S: deux équations U— 0, V = 0 ont 
p racines communes égales ou inégales, on pourra 
former par de simples divisions algébriques une équa- 
tion D — o de degré u qui admettra ces y. racines. 


48. On peut tirer de ce qui précède une autre prapo- 
sition qu'il convient de remarquer, savoir : | 


Taéorëue IT. — Si U et V sont deux fonctions en- 
hières de z, sans diviseur commun, on pourra trouver 
deux autres fonctions entières de z, X et Y, telles que 


l’on ait 
DORA NL TT. 20 


En effet, si l’on exécute l'opération nécessaire pour 
trouver le plus grand commun diviseur de Ü et de V, on 
arrivera à un reste R, indépendant de z et différent de 
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zéro. On aura alors une suite d’égalités telles que 


U—=VOQ+R, 
V—RQ+R,, 
R—R, Q; + R:, 


La dernière de ces égalités peut s’écrire 


(2) R nel ot A ES 


2 


tirons de l’avant-dernière des égalités (1) la valeur de 


R pour la substituer dans l'égalité (2), il viendra 
B—1 de 


(3) QAR R oO, OR mo ms 


considérons pareïllement l'égalité qui précède les deux 
dernières dans le système (1), tirons-en la valeur de 


R pour la substituer dans l'égalité (3), et continuons 
B—2 O 


la même série d'opérations : il est évident qu'on formera 
de cette manière une suite d’égalités dans lesquelles le 
second membre sera alternativement + 4 et te et 


dont le premier membre sera la différence de deux fonc- 
tions consécutives prises dans la suite 


R R Rav, it 


NOT er MDI 


mulupliées l’une et l’autre par une fonction entière com- 
posée avec les quotients Q, Q;, Q,,... La dernière de 
ces égalités sera de la forme 


MU — NV — + R,» 


et, en désignant par X et Y les quotients de M et N par 
la constante + KR, on aura 


UXS—VYES 
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Des fonctions entières dans lesquelles plusieurs facteurs 
linéaires sont égaux. 


49. THéoreme I. — Le plus grand commun diviseur 
entre une fonction entière J{z) et sa dérivée J'(z) est 
égal au produit des facteurs lineaires multiples qui Jigu- 
rent dans f(z), élevés chacun à une puissance moindre 
d’une unité. 


La fonction f(z) étant décomposée en facteurs li- 
néaires, SOIL 
f(z)=(z — &)(3—a:)...(2— an), 
on sait que la dérivée f'(z) est le coefficient de la pre- 
mière puissance de } dans le développement de la fonc- 
tion 


flat 4)=(z— a+) a+ hi. (at ah}; 


. À Z : j ' 
le quotient AG sera donc le coefficient de la première 


J{z) 


puissance de 2, dans le développement de 


D (et) (oh (re de) 


î 








et l’on aura par suite 


ME I l I 
J° (es + + ee + ————°: 
JS (z) Z— 4, Z — A Z— y 











Si, parmi les racines 4,, 4,,...,4,, il y en a m, égales 
à a1, mA égales à a,,..., m, égales à a,, il viendra 
D (z) TO di M My 


2 — cer LL 
J (3) Z— &; Z — GA; Z — An 








? 


les nombres m,, m,,..., m, dont la somme est "m étant 
égaux ou supérieurs à l'unité. Le second membre de cette 
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égalité se réduit à une fraction dont le dénominateur est 
p(z)—(z—a,)(z — a)...(2—a;), 

et dont le numérateur 
V(z)—=m(z—a)...(z2—a,) +m(z—a).{z— a) +... 
+ Ma(z—@):..(32— a) 


n'est pas divisible par l’un des facteurs de o{z), puisque 
toutes les parties de Ÿ (z) contiennent ce facteur à l’ex- 
ception d’une seule. L'égalité précédente donne 








! Lust. f (a) de 
| FAUNE sG) X Ÿ(2); 
et, d’après ce que nous venons de dire, elle montre que 
a (ed) ait(e dj cs(eqi)TeT 


est le plus grand commun diviseur des deux polynômes 
f(z) et f”(z). Le degré de ce plus grand commun divi- 


seur est M3 + Mo +... In, — nn OU M — nr. 


90. Tuféorkme Il. — Si une fonction entière f (z) a 
des facteurs linéaires multiples, on peut obtenir, par de 
simples divisions algébriques, le produit des facteurs 
linéaires qui figurent dans f(z) avec un même expo- 
sant. 


D’après ce qui précède, si f(z) et sa dérivée f'(z) 
n'ont pas de diviseur commun, le polynôme f(z) n'aura 
que des facieurs linéaires simples. Mais si f(z) et f' (z) 
ont un plus grand commun diviseur f, (z), le polynôme 
f(z) aura au moins des facteurs doubles, et, dans tous les 
cas, f1 (z) sera le produit des facteurs linéaires de f(z) 
élevés chacun à une puissance moïndre d’une unité. On 
peut raisonner sur f, (z), comme nous venons de le faire 
à l’égard de f (z) ; supposons généralement qu’on trouve 
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un plus grand commun diviseur f, (z) à f, (z) et à sa dé- 
rivée, qu’on en trouve aussi un /f, (z) à f: (z) et à sa dé- 
rivée, etc., qu'on en trouve un enfin f,_1 (z) à f,_:(z)et 
à sa dérivée, et que ce dernier plus grand commun divi- 
seur soit premier avec sa dérivée. On conclura de là que 
le polynôme f(x) a des facteurs linéaires multiples de 
l’ordre 7, mais qu'il n’en a aucun d’un ordre supérieur 
à n. En outre, si l’on désigne généralement par Z, le pro- 
duit des facteurs linéaires de f(z) d'ordre x, pris chacun 
une fois seulement, il est évident que l’on aura 


Tri (z) = Zn; 
Le (z) — FAN 2 s 
SENS ENLATERTAIE, 


. + se em 479 mere rare er0) 


FE AE AGE AT 2 

LUZ) DAV ATIRAEE EUR DS Pa 

PE) RTE ENSEENF SI 
Si l’on fait 

Fa pe) 

Ja (&) 


on aura, en divisant chacune des égalités que nous ve- 
nons d'obtenir par celle qui la précède, et en conservant 


= 0, 6t fou (e) = 04 


la première d’entre elles, 


Q, — Zn 5 
+ 2/22; ) 
Q;> — Zn Zi Zn) 


Q2 — Zn Zn …. Zi) 
Q. FS Ladies: + «La Z. , 


Enfin, en divisant encore chacune de ces équations par 
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celle qui la précède, il vient 





DZ, ns 2 @ Z Q 
Q: 
d’où il suit que les polynômes Z,, Z:,..., Z, s'obtiendront 
par de simples divisions. 

D’après l'hypothèse que nous avons faite, il y a certai- 
nement des facteurs linéaires de l’ordre n dans f(z), 
mais ceux des ordres inférieurs peuvent faire défaut, et, 
dans ce cas, les valeurs de Z,_,, ou de Z,,_,, ou etc., doi- 
vent se réduire à des constantes. 


CorozLaAIrE. — La résolution d'une équation qui a des 
racines égales se ramène à celle d’une ou de plusieurs 
équations qui n'ont que des racines simples. 


Propriété des dérivées des fonctions entières. 


91. Considérons d’abord une fonction entière f(z) 
dans laquelle les coefficients soient des quantités réelles, 
et supposons que la variable z reste réelle. Si l’on donne 
à cette variable une valeur particulière z, pour laquelle 
la dérivée f' (z) ne soit pas nulle, et que l’on pose 


F0 + h) — f(2) 


h NET 0 à 


on pourra (n° 40) assigner une quantité positive r telle, 
que pour toutes les valeurs de } comprises entre — r et 
+ r, le premier membre de la formule précédente ait le 
signe de f’(z,). Il s'ensuit que si f’(z,) est une quantité 
positive, la fonction f (z) croîtra constamment quand on 
fera croître z depuis z, — r jusqu à Z0 + r. Au contraire, 
si f'(z0) est négative, f (z) décroîtra quand z croîtra de 
Zo— Tr à Zo + r. De là résulte la proposition suivante : 


Tuéorkme I. — Zafonction entière f(z) supposée 
I. 8 
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réelle croit avec la variable réelle z, tant que la déri- 
vée f'(z) reste positive, et elle décroit quand on fait 
croître z, tant que la dérivée f'(z) est négative. 


Il faut remarquer que, z croissant de — œ à + co, la 
dérivée f'(z) peut s’annuler une ou plusieurs fois, mais 
cette circonstance ne peut être l’occasion d’une difficulté. 
Supposons, par exemple, que f”(z) s’annule pour z = £5, 
et prenons une quantité g assez petite pour que Z9 Soit la 
seule racine de f'(z) —0o, comprise entre z, — get 
Zo + g; désignons en même temps par L une quantité 
positive inférieure à get aussi petite d’ailleurs que l’on 
voudra. Le théorème précédent s’appliquera sans diffi- 
culté, quel que soit 2, aux valeurs de z comprises entre 
Zo — g et z9 — h ou entre z, + h et z + Lg; or, ces deux 
intervalles se succèdent à la limite quand on fait h = o. A 
l'énoncé qui précède, on peut, si l’on veut, substituer le 
suivant : 


La fonction entière f (z) supposée réelle crott avec la 
variable réelle z, tant que la dérivée f'(z) n’est pas né- 
gative, et elle décroït quand on fait croitre z, tant que 
la dérivée f'(z) n’est pas positive. 


52. Nous allons établir actuellement un théorème ana- 
logue au précédent et qui se rapporte au cas général où les 
coefficients de la fonction f(z) sont des quantités quel- 
conques réelles ou imaginaires, et où la variable reçoit 
aussi des valeurs quelconques. 

Posons 

3 — p(cosw + isinw), 
et soit 
F2) = A2 + AZ LE... + Am 
ou 
f{z)= Ar" (cosmo + isnmo) +...+ An. 
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La dérivée f” (z) a pour valeur 
S'(z)= mA! + (m — 1) A am + ..., 
d’où l’on conclut 
zf'(z)= mA" + (m—i)Aizt+...; 


d’un autre côté, f (z) est une fonction entière de la va- 
riable réelle p, et si, en se plaçant à ce point de vue, on 
nomme f, (z) la dérivée de f(z), on aura 


Pf(z) = mAp"(cosme +isinme) +.... 


La comparaison des deux formules précédentes donne 


zf'(z) = pf, (2), pa Fa) = A (s). 


D’après cela, la formule 
f{z+h)—-f{z)=hf(z)+ he 
du n° 42 deviendra 


(1) PRÉ e ER, RC 


a. fitz)+ he, 
e désignant toujours une quantité qui s’annule en même 
temps que A. 

Cela posé, supposons que l'accroissement L donné à z 
ne change pas le module de cette variable et qu'il ait seu- 
lement pour effet d'accroître l'argument w de la quan- 
tité 0, on aura 

z+ h—p{cos(w + d)+isin!'o +0)] 
— p(coSw + isinw) (cosd + sind), 


d’où d’on üre facilement 
À à I 
— nd 2 —' Tang "0 |: 
Z LE D > 


la formule (1) devient alors 


F(z+h)—f{z) = psind (une 15) | (z) Le «| 


116 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
ou 


(2) Fr +h)—/f(z) = psindfifi(z) +nl, 


en posant 


nl = — tang = d. fi (2) —- £ — range à) £ e 


le lee / 
Le module de - est 2 sind; donc, la valeur de z étant 
Z 2 . 


donnée, on pourra prendre d assez petit en valeur absolue 
pour que le module de 2 soit moindre qu’une quantité 
donnée quelconque. Dès lors la même chose aura lieu à 
l'égard de e, et aussi à l’égard des modules des deux par- 
ties qui composent la valeur de x; donc enfin, si la valeur 
absolue de d est suffisamment petite, le module de n sera 
inférieur à une quantité quelconque donnéé r. Posons 


S\2) PE TO 
f(z+4h4)—=(P+AP)+i(Q+AQ) 
Ar} P'+4Q', 
TIREUR 16, 
l'équation (2) deviendra 
AP+ iAQ —psind(—Q'+iP')+ psind (x + ‘6), 
et elle se décomposera dans les deux suivantes : 
AP—(— Q'+a)psino, 
AQ—(+P'+6)psind. 
Puisque le module de & + 6: est inférieur à r tant que la 
valeur absolue de d reste au-dessous d’une certaine limite, 
æ et 6 seront compris entre —r et + r. D'ailleurs rest 
aussi petit que l’on veut, done, si P’ et Q’ ne se ré- 
duisent pas à zéro, les quantités AP et AQ seront res- 


pectivement de mème signe que — Q/ sind et + P'sin, 
De là résulte le théorème suivant : 


Tuéorème Il. — Soit J{z) une fonction entière de 
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la variable imaginaire z = p (cos o +isinw); posons 
f(z)=P+iQ, P « Q étant des fonctions réelles et 
entières de p qui dépendent aussi de l'argument w, et 
désignons par P', Q' les dérivées des polynômes P et Q 
prises par rapport au module p. Si l’on attribue à ce 
module p une valeur déterminée et que l’on fasse croïtre 
l'argument o de o à 27, la fonction Q crottra tant que 
P’ sera positive et elle décroitra tant que P' sera néga- 
tive. Au contraire, la fonction P décroitra tant que Q' 
sera positive et elle croïtra tant que Q/ sera négative. 


Théorème de Cauchy. 
93. La variable imaginaire 
(1) GET He LV 
peut être figurée géométriquement (n° 44) par un point 
mobile M ayant pour abscisse x, et pour ordonnée y, re- 
lativement à deux axes rectangulaires fixes O x et O y. Si 
p et w désignent les coordonnées polaires du mème point, 
on aura 
TZ = p COS&, = psino, 
el, par sulie, 
(2) z — p(cosw + isinw), 
en sorte que p est le module et w l'argument de la variable 
imaginaire z. 
En outre, si f (z) désigne une fonction entière de z d’un 
En outre, désig fonct t le z d 
degré quelconque rm dans laquelle les coeflicients soient 


des quantités réelles ou imaginaires données, on aura, en 
remplaçant z par la valeur (1), 


F(z)=P+iQ, 


Pet Q étant des fonctions réelles et entières des coor- 
données x et y ; d’où il résulte, comme nous l’avons déjà 
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dit, que la recherche des racines de l'équation 
f (2) a 0) 


équivaut à celle des points, pour lesquels on a simultané- 


ment 
Or 0, 


et auxquels nous appliquons, pour abréger, la dénomi- 
nation de racines. 

Enfin, si le polynôme f{z) est divisible par la n°"* 
puissance de z — z,, sans l’ètre par une puissance supé- 
rieure du même binôme, nous sommes convenu (n° 45) 
de dire que l'équation f (z) — 0 a n racines égales à z4; 
on a, dans ce cas, ; 


f(n1eR0; Ji 2e le 0e Te (2e 04 


mais la dérivée du 2*"° ordre, f” (z) ne s’annule pas pour 


& —1Z9:. 


94. Ces notions rappelées, nous nous proposons d’éta- 
blir ici une proposition importante due à Cauchy et qui 
constitue l’un des plus beaux théorèmes de l’Algèbre. La 
démonstration que nous allons présenter sera fondée sur 
le lemme suivant : 


Leume. — Soient z — x +iy une variable imagi- 
naire et f(z) = P + iQ une fonction entière de z, d'un 
degré quelconque m, P et Q étant des quantités réelles. 
Supposons que l’équation"f (z) — o ait n racines égales 
à X, +iy,s pouvant être égal à 1, et considérons le 
point G dont les coordonnées sont x, et y,, relativement 
à deux axes rectangulaires Ox, O y. Décrivons une cir- 
conférence du point G comme centre, avec un rayon p 
suffisamment petit, et désignons par w l’angle formé, 
avec la direction O x, par la direction du rayon GM, de 
manière que cet angle soit nul quand GM a la direction 
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de Ox et qu'il croisse quand le rayon GM se meut tou- 
jours dans le méme sens, en s’élevant de Ox vers Oy. 
Cela posé, si le point mobile M, partant d’une position 
quelconque, décrit la circonférence entière pour revenir 
à sa position première, c'est-à-dire si l'angle © aug- 


P : e: 
mente de 27, le rapport G’ qui pour chaque position du 


point M a une valeur déterminée, s'annulera précisément 
autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre on, et, 
en s’annulant, ce rapport passera toujours d’une valeur 
positive à une valeur négative. 


ss 


0 HA] 





. « P . . e. 
On pourrait ajouter que le rapport G devient infini un 


nombre de fois égal à 27, et qu’à chaque fois il passe 
d’une valeur négative à une valeur positive; maïs nous 
avons voulu réduire notre lemme à ce qu'il a d’essentiel 
pour l’objet auquel nous Île destinons. Il donnera d’ail- 
leurs le complément dont nous venons de parler, si on 
l'applique à la fonction if (z). Faisons encore une re- 


5 | Pire 
marque importante « pour que le SAT RER aiten chaque. 


point de la circonférence une valeur déterminée, il suflit”. 
que le rayon p ne soit pas égal à la distance du point z, à 
l’un des autres points racines de l’équation f' (23) = 0; 
mais rien ne limite la petitesse de p et ce rayon se trou- 
vera assujetti, dans notre démonstration, à être moindre 
que la plus petite des distances dont nous venons de 
parler. 
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Posons 
2 ps ls 
comme on a, par hypothèse, 


PACA =-ANS Fe SDS. 16 D Lu £ (z5) = 0; 


et que f” (z,) n’est pas nulle, la valeur de f (z) ordonnée 
suivant les puissances de 2 sera 


(1) f(z) = JV) pn,4s. 2045 PENSE 


RUE «4 E 2100 102 


Si l’on désigne par p et w le module et l'argument de 
la variable 2, on aura 


h — p(coso + isinw); 


représentons en outre par C, et «, le module et l’argu- 
pe L 


LUNA: st è 
ment de la quantité in de manière que l’on ait, 


4 , 


pour toutes les valeurs 7, 7 +1,...,mde, 


A (a 

RENE (cosa, +isina JE 
Be \ be pm)? 

AE NET 

l'expression de f(z) deviendra 


F(z) = Car" [cos (no + a,) + isim(ro +a)]+... 
(3) + Cup" [cos (mo + am) +isin(mwo+ am)], 


‘et l’on aura, en conséquence, 


13) P — Cp" cos (20 + an) +... + Cnp” cos (M © + am); 





Q = Gp" sin (ro + an) +. .:+ Cnp” Sin (Mo + am); 


on aura aussi, en désignant par Q la dérivée du poly- 
nôme Q par rapport à la variable p, 


(1). 02 GR sin (26 + @n) +. + 1 Cm TSI (12 © + am). 
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Cela posé, quel que soit l'angle w, on peut faire 
(5) ro+a—=KR=+ne, 


en désignant par K un entier positif ou négatif et par ne 


. T T 
un angle compris entre TU et + ï 


que le nombre K soit impair, et posons 


: Supposons d’abord 


UK br 
les formules (3) et (4) deviendront alors 
| D Barton De FLE Vo 
(6) (—1}Q = + Crp'cosne +..., 
(— 1) Q—= + 2 Cp! cosne +... 


Soit maintenant 0 un angle positif déterminé, inférieur 
« T . 0 9 + ) , 
re et aussi petit d’ailleurs que l’on voudra; on pourra 


(n° 40) assigner une quantité positive r telle, que dans 
chacun des polynômes 


as be p" sin 7 () —+ Cru per + . —+- Cr P" 
Æ Cup" cos 7 0 + Cnsi pit +. + Cp”, 
Æ nr C, p' cos 0 + (a Hi) Crus pt. + mCnp”", 


le module du premier terme soit supérieur au module de 
la somme de tous les termes suivants, pour toutes les va- 
leurs de p comprises entre o et r. Nous donnerons à p une 
valeur déterminée au-dessous de la limite r, et cette valeur 
sera le rayon du cercle que nous avons à considérer. 
} 
OATG Te : 
re et fr S1 
cet angle tombe en dehors des limites — 0 et + 8, la va- 
leur absolue de sinne sera supérieure à sin 0, et, en 
conséquence, le module du premier terme du second 


membre, dans la première des formules (6), surpassera 


D’après cela, € étant compris entre — 
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le module de la somme des termes suivants; donc P ne 
peut s’annuler que si € est compris entre —0 et +0. 
Mais pour les valeurs de € comprises entre — 8 et + 0, 
le premier terme du second membre, dans chacune des 
deux dernières formules (6), est supérieur au module de 
la somme des termes qui suivent; par conséquent (—1)"Q 
et (— 1)" Q"sont positifs. Alors le polynôme (— 1)" P dé- 
croît constamment (n°52) quand € croit de —0 à +6; 


ce polynôme a d’ailleurs le signe + pour € = — 0, etila 
le signe — pour € — + 8; donc il s’annule une fois, et 


seulement une fois, quand € croît de — 0 à +0. On voit 

aussi que (— 1)" P passe en s'annulant d’une valeur posi- 

tive à une valeur négative ; et comme (— 1}! Q reste posi- 

üf, on peut dire que le rapport genie une fois en 

passant du positif au négatif, quand & croît de — 0 à + 6. 
Si le nombre K est pair et que l’on ait 


RER 2e 


la première des formules (6) devra être remplacée par la 
suivante : 
(— 1 P—+ C,p"cosne +...; 


T 


fn 


même de la valeur absolue de €; d’où il résulte que cosne 
est supérieur à sin 20, et, en conséquence, la fonction P 





l'angle 0 défini plus haut est inférieur à -—; il en est de 


, e - ide Te 
ne s’annule pas quand é Varie dé 1247 x; 
nn 


fn 


Maintenant, si, en partant d’une valeur quelconque 
de w, on veutdécrire la circonférence entière, de manière 
à revenir au point de départ, il sera nécessaire et suffisant 
de donner à l’entier K 47 valeurs entières consécutives 
quelconques, 0, 1,2, 3,...,(4n—1), par exemple. À 
chacune des 27 valeurs impaires de K correspondra une 
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valeur de € comprise entre —0 et +8, pour laquelle le rap- 
por he Pb. à 
port 5è annulera en passant du positif au négatif, ce qui 


achève la démonstration de la proposition énoncée. Nous 
aurions pu abréger cette démonstration en prenant 


T | LE Dei ; 
Us GE mais le procédé que nous avons suivi a l’avan- 
72 


tage de montrer que les valeurs de 70 + &, pour les- 


P Li] . L2 . L2 LL 
quelles sd annule, ont pour limites les multiples impairs 
Te o lé A LA “à La 
de —; quand on fait décroître indéfiniment l’angle 6. 
2 


99. Au moyen du lemme que nous venons d'établir et 
en faisant usage de considérations ingénieuses que nous 
empruntons à une Note de MM. Sturm et Liouville (*), 
on démontre très-facilement le théorème de Cauchy qui 
consiste dans la proposition suivante : 


Tuéorkme. — Soient z une variable imaginaire 
x+iy, f (z) =P+1Q une fonction entière de cette 
variable, P et Q étant des fonctions réelles et en- 
tières des variables x et y. Tracons dans le plan des 
axes rectangulaires Ox,O7y un contour fermé quelcon- 
que qui ne passe par aucun des points racines de l’équa- 


| P 
tion f (z) = 0, auquel cas le rapport G aura, en chaque 


point du contour, une valeur déterminée. Si l’on suit le 
contour ABCD en partant d’un point quelconque À eten 
marchant toujours dans le même sens ABCD jusqu’à ce 


. . ; r P 
qu'on soit revenu au point de départ, le rapport GLS 
dra diverses valeurs, et il passera par zéro chaque fois 


que P sera nul, tandis qu'il deviendra infini lorsque Q 


(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1*® série, t. 1, p.278. 
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s’annulera. Cela posé, soit k le nombre de fois que le rap- 
P , . . 
port 6° en s'évanouissant et en changeant de signe, 


passe du positif au négatif, N le nombre de fois que le 
méme rapport, en s'évanouissant et en changeant de 
signe, passe du négatif au positif; le nombre k ne sera 
jamais inférieur à K'et l'excès k — k = À sera toujours 
égal au double 21 du nombre p. des racines égales ou 
inégales de l'équation f (z) = 0, comprises dans la por- 
tion du plan limitée par le contour ABCD. 





Le contour fermé ABCD est quelconque, convexe ou 
non convexe; pour bien fixer le sens dans lequel ce con- 
tour doit être parcouru, imaginons un cercle d’un rayon 
aussi petit que l’on voudra, qui touche le contour au 
point de départ À et qui soit entièrement situé dans l’es- 
pace limité par ce contour; en mème temps supposons 
que l’on ait transporté les axes Ox et Oy parallèlement 
à eux-mêmes au centre du cercle. Si l’on parcourt la 
circonférence du cercle en marchant de l’axe des x vers 
l’axe des y, lorsqu'on atteindra le point À, la direction du 
mouvement sur le cercle sera aussi celle du mouvement 
que nous considérons sur le contour ABCD. 

Remarquons encore que, d’après l’énoncé du théorème, 
on n'a point à considérer les changements de signe que 


À B J : ; ; 
peut offrir le rapport — quand il devient infini; en outre, 


Q 
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il peut arriwer que ce rapport s’annule sans changer de 
signe, mais il n’y a point lieu de se préoccuper de cette 
circonstance. Ajoutons que, pour abréger le discours, 
l'excès À sera dit l’excès relatif au contour donné ABCD. 

La démonstration que nous allons présenter se compo- 
sera de quatre parties : 


1° Si le théorème énoncé a lieu pour deux contours 
ABCA et ADBA qui ont une partie commune AB, il a lieu 


aussi pour le contour total ADBCA formé par leur réu- 
non. 


e 








En effet, soient y. le nombre des racines égales ou iné- 
gales comprises dans le contour total ADBCA, et A l'excès 
relatif à ce contour; soient aussi w et À, w” et A les 
quantités analogues pour les contours respectifs ABCA et 


ADBA. On a, par hypothèse, 


An US NAT Le 


mais la somme A + A se compose évidemment de l’excès 
À augmenté de la somimne des deux excès qui répondent 
l’un à la partie AB du contour partiel ABCA et l’autre à 
la partie BA du second contour ABDA; il est évident 
que ces deux derniers excès sont égaux et de signes con- 


traires; donc on a 
ABS. { (2 
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d’ailleurs 


donc 


Il résulte de là que : 


Si Le théorème énoncé a lieu pour ul nombre quelcon- 
que de contours juxtaposés, il a lieu aussi pour le con- 
tour formé par leur réunion. 


2° Le théorème énoncé a lieu lorsqu'il n'y a aucune 
. 7 , . . ue | . . L 
racine de l’équation f(z) = 0, dans l’espace limité par 
le contour donné. En d’autres termes, si l’on ap =o, 
On G'AUSst IN 0} 


En effet, il peut y avoir dans l’intérieur du contour 
donné comme sur le contour même des points pour les- 
quels on a soit P — o, soit Q — 0; mais, par hypothèse, 
il n’en existe aucun pour lequel on ait à la fois P — 0, 

— 0. Il résulte de là que l’on peut toujours décompo- 
ser l’espace limité par le contour donné en plusieurs par- 
ties telles, que chacune ne renferme dans son intérieur ou 
sur sou contour aucun point pour lequel on ait P=— 0, 
ou aucun point pour lequel on ait Q — 0. En outre, 
d’après ce qui précède, le théorème de Cauchy subsistera 
pour le contour donné, s’il a lieu pour les divers con- 
tours partiels dont nous venons de parler; il suflit donc 
de considérer ces derniers. 

Si, dans l’intérieur d’un contour et sur ce contour, on 
Wa jamais P — o, il est évident que l’on a A— 0, puisque 
le fapport = ne s'annule pas. Si, au contraire, la fonc- 


Q 


ion P s’annule, maïs que l’on n’ait jamais Q —o, la 
fonction Q conservera le même signe aux divers points 


P LL 
du contour ei le rapport Q ne pourra changer de SISnC 


qu'en s’évanouissant. D'ailleurs, comme ce rapport re- 
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prend sa valeur primitive quand on a parcouru le contour 
entier, il est évident que s’il s’est annulé fois en passant 
du positif au négatif, il s’est annulé parcillement fois en 
passant du négatif au positif. On a donc encore À — o. 


3° Le théorème énoncé a lieu lorsque l'équation 
f(z) =0 n’a qu'une seule racine, d’un degré de multi- 
plcité quelconque n, dans l’espace limité par le contour 
donne. On a, en conséquence, À = 2n. 


ÿ 





Ô | z 


Soient ABCD le contour donné et G le point racine du 
degré 7 de multiplicité. Si du point G comme centre, avec 
un rayon suflisamment petit, on décrit la circonférence 
MINK, puis que l’on joigne respectivement Îles deux 
points M et N de cette circonférence à deux points P et 
Q du contour donné, le théorème de Cauchy aura lieu, 
d’après ce qui précède, et d’après le lemme du n° 54, 
pour les trois contours jJuxtaposés KNQODAPMK, MINKM 
et IMPBCQNI; donc il a lieu pour le contour proposé 
ABCD qui résulte de la réunion des trois précédents. Les 
deux premiers des contours dont il vient d’être question 
ont la partie commune NKM, et leur réunion forme le 
contour NODAPMIN ; celui-ci a, avec le dernier des trois 
considérés, la partie commune PMINQ, et leur réunion 
forme le contour ABCD. 


4° Le théorème énoncé a lieu, quel que soit le nombre 
des points racines compris dans le contour donné. 
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En effet, on peut décomposer l’espace limité par le 
contour en plusieurs parties qui ne contiennent chacune 
qu'un seul point racine ; le théorème aura lieu pour cha- 
cun des contours partiels que l'on obtiendra ainsi, et en 
conséquence il aura également lieu pour le contour pro- 
posé qui résulte de leur réunion. 


Le théorème de Cauchy est donc complétement dé- 
montré. 


96. Il faut remarquer que la démonstration précédente 
ne suppose en aucune façon l'existence du principe d’après 
lequel toute équation a une racine, et J'ajoute que ce 
principe n’est qu'un corollaire du théorème de Cauchy, 
lequel peut être regardé dès lors comme le fondement de 
la théorie des équations. Voici, en effet, une démonstra- 
tion nouvelle du principe du n° 44, qui est analogue à 
celle du lemme du n° 54. 

Étant donnée l'équation f(z) = 0, traçons deux axes 
rectangulaires et décrivons de leur origine comme centre 


un cercle dont le rayon p soit aussi grand que l’on voudra. 
Soit 


(1) F{z) = A7" + Az +... + An13 + An; 


si l’on désigne par C, et «, le module et l'argument du 
coeflicient À, et que l’on pose 


z = p (COsw + isinw), 
on aura 


f(z) == Cp” [cos (m © + &) —+- i Sin (mr w —- to )] +. ok. 
+ Cri [cos (o + ami) + é Sin (© + am1)] 
+ Cn (COS 2m + à SIN &m) 3 


en faisant, comme précédemment, 


f(z)=B+iQ, 
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il viendra 
(2) P— CG” cos (mo + &ÿ) +...+ Cn-1p COS( © + &m—1) + Cm COS my 
Fe! E 
Q = Gp” sin (mo + a) +...+ Cn-1 p Sin (@ + &m1) + Cm SIN Ge 
et en désignant par Q” la dérivée de Q par rapport à p, 
on aura aussi 
(3) Q'= » Gp" sin (mew + &o) +... + On Sin (w + am4)e 
Quelle que soit la valeur de w, on peut faire 
7ü 
(4) mo + « = K-+me, 
2 
K étant un entier el me étant un angle compris entre 
T T , | ; : , 
Y: et + à Si K est un nombre impair 24 +r, les 
formules ( 


k 


et (3) deviendront 
1) 


= — Cp"sinmEe +..., 


/ 


2) 
(—i) P 
(— 1) Q — + CGpfcosme+..., 
ue 0 


ain 


Soit 8 un angle positif déterminé, inférieur à 


= + MG p"'cosmE +.. 


T 

-— et 
4e 
aussi petit d’ailleurs que l’on voudra; on pourra assigner 
une quantité positive r telle, que dans chacun des po- 
Iynômes 


0, Panne Get. clahiGo per Css 
PE Cosn0 GER ER GE Po Ch» 
 m Cp"! cos m0 + (m — 1) Gp. + CGres 


le module du premier terme soit supérieur à la somme 
des termes suivants, pour toutes les valeurs de p supé- 
rieures à r; nous supposerons que la valeur choisie 
pour p soit supérieure à cette limite. 
) ; ‘ Tr F : 
Cela posé, « étant compris entre — -— et + -—; si cet 
Ar fini à 
F 9 
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angle tombe en dehors des limites — 9 et + 8, la valeur 
absolue de sin me sera supérieure à sin m0, et, en consé- 
quence, le module du premier terme du second membre, 
dans la première formule (5), surpassera le module de 
la somme des termes suivants; donc P ne peut s’annu- 
ler que si € est compris entre — 0 et +6. Mais, pour 
les valeurs de € comprises entre — 0 et +0, le pre- 
mier terme du second membre, dans chacune des deux 
dernières formules (5), est supérieur au module de la 
somme des termes qui suivent; par conséquent (— 1) Q 
et (—1)* Q" sont positifs. Alors le polynôme (— 1)" P 
décroît constamment (n° 52) quand & croît de — 0 à +6; 
ce polynôme a d’ailleurs le signe + pour e = — 8, et il a 
le signe — pour € — + 0; donc il s’annule une fois, et 
une fois seulement, quand € croit de — 9 à + 0. On voit 
aussi que (— 1) P passe en s’annulant du positif au né- 


©!" 


gatif, et comme (—-1) Q reste positif, le rapport 


s’annule une fois en passant du positif au négatif. 
Si K est un nombre pair 24, la première des for- 
mules (5) devra être remplacée par 


(— 1} P—+ Gp"cosme +. .., 


on a évidemment cosme > sinmnÛ, el, en conséquence, 


. . FT 
la fonction P ne s’annule pas quand € varie de — - 
, 
= T 
bites 
4m 


Maintenant si l’on veut décrire la circonférence entière 
de rayon p, il sera nécessaire et suflisant de donner à. 
l’entier K, dans la formule (4), 4m valeurs consécutives 
quelconques, par exemple o, 1, 2, 3,..., (4m—:1). À 
chacune des 27n valeurs impaires de K répondra une va- 
leur de € comprise entre — 8 et + 0, pour laquelie le rap- 
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P CR , 0] 
port Q s’'annulera en passant du positif au négatif. On a 


donc, pour le cercle considéré, À — 2m, et comme le 
rayon p peut être choisi aussi grand que l’on voudra, on 
voit que : 


Une équation du degré m «a précisément m racines. 


Transformation des équations. 


97. Le problème général dont il s’agit ici consiste à 
déduire d’une équation donnée, 


(1) f(z) =, 

une nouvelle équation dont les racines aient avec celles 
de la première une relation donnée. Le cas le plus simple 
est celui où chaque racine u de l'équation demandée est 
exprimable par une fonction rationnelle donnée d’une 
racine z de la proposée, c’est-à-dire par une fonction 
égale au quotient de deux fonctions entières o (z), Y (z). 
On a alors 

(z) 

(z) 

Si l'équation proposée est du degré m, elle aura m ra- 
CINES Zos Ze 9 Zm_—1> Et il en résultera, pour u, m va- 
leurs correspondantes us, u,,..., u,_1, d'où l’on peut 
conclure que l'équation en x doit être, comme la pro- 
posée, du degré m. Nous reviendrons, dans la deuxième 
Section de cet ouvrage, sur l’importante question de la 


6 


(2) Er 





ci 


transformation des équations; ici nous nous bornerons à 
examiner le cas particulier où les polynômes o (+) et (z) 
sont du premier degré; la formule (2) devient alors 

az D 

3) U— -—) 
(3) | a'z + bd’ 


a, b, d', b' étant des constantes données. On tire de la 


9: 
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formule (3) 
(4) 


L ON D 


PER) 
a —a«au 


et en substituant cette valeur de z dans l'équation (1), on 
obtient l'équation demandée, savoir : 


, (bu — b' 

# Eat — 0; 
4 —a«au 

il ne reste plus qu'à chasser Îles dénominateurs, pour 

mettre cette équation sous la forme 


(e5} Fu) 0; 


F(u) désignant une fonction entière de u. 

Il faut remarquer que la transformation exprimée par 
la formule (3) peut être réalisée en exécutant successi- 
vement plusieurs transformations plus simples qui se pré- 
sentent très-fréquemment dans l’Algèbre. En effet, si a’ 
n'est pas nul, la ‘formule (3) peut être mise sous la 
forme 


ba!’ — ab’ 
a”? a 
Li Fu 0 
Z + =: 
a 


et on voit qu'elle’ résulte de l'élimination de z/, z!, 7" 
entre les quatre équations 


b' 


/ = 
GENRE 63 
«a 


4 ! 
GORE 


——û 22 
À 


F E 2: , 
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Lorsque a’ est nul, la formule (3) résulte de lélimina- 
uon de z/ entre les deux 


Il résulte de là que les trois formules 


I 
UE pr rte 20 LS chi 
Z 
qui sont comprises dans la formule générale (3), expri- 
ment des transformations élémentaires dont la combinai- 
son produit le même effet que la transformation linéaire 
la plus générale. 


98. La transformation u — «2 a pour objet de former 
une équation dont les racines soient égales à celles de la 
proposée multipliées par un nombre donné à; l'équation 
proposée étant f(z) = 0, la transformée sera 


ÉRETER 


en écrivant z au lieu de u. 

On peut toujours supposer que le coefficient de la plus 
haute puissance de z dans f (z) soit égal à 1; alors si, 
dans l'équation proposée 


f(z)—=o, où 2+ A,z"ri noie + Annizt A, 20, 


les coefficients A;,, A:,..., A, sont des nombres com- 
mensurables ou des expressions algébriques de forme 
fractiontaire, la transformation précédente permettra de 
ramener ces coefficients à la forme entière, en disposant 
convenablement de l’indéierminée &. Effectivement, après 
avoir chassé les dénominateurs, la transformée devient 


2m + Aa zMrt Et Agtzmt tb, + A, at z + Aa — O, 
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et il suffira, pour remplir l’objet demandé, de donner 
à « une valeur telle, que les produits A, «" ne ren- 
ferment plus de dénominateur, 

Il faut remarquer le cas de &« — — 1; alors la transfor- 
mation a pour objet de changer les signes des racines de 
l'équation proposée. Pour avoir la transformée en — z de 
l'équation f (z) = o, il suffit de changer les signes de 
tous les termes de degrés impairs, ou, si l’on veut, les 
signes de tous les termes de degrés pairs. En faisant le 
premier changement, si l'équation est de degré pair, et 
le deuxième, si l'équation est de degré impair, le premier 
terme sera toujours le même dans la proposée et dans la 
transformée. 


99. La deuxième des transformations élémentaires 

24 Far , . I . 
dont il a été parlé plus haut, savoir u — —; a pour objet 
Z 4 


de former une équation dont les racines soient les in- 
verses des racines de la proposée. Si celle-ci est 


(7) A2" + A2. it Ann 5 FA, —=0, 
» 7 . J =. 
Ja transformée s’obtiendra en remplaçant z par —:; ou, si 
u 


F I : f: L2 we } à L] L2 
on veut, par —; faisons ce changement, multiplions en- 


suite par z”, el ordonnons par rapport aux puissances 
descendantes de z, il viendra 


(2) ÂAnz"+ Ant +,..+ AÀ,3 + A, = 0. 


C’est ici l'occasion de présenter une remarque impor- 
tante relativement aux racines qui peuvent devenir infi- 
nies. Supposons que les coefficients 


As As Asso: y Âm 


dépendent d’une quantité t susceptible de recevoir di- 
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verses valeurs, et que, pour la valeur 1 = t,, les modules 
des 7 derniers coefficients deviennent nuls. Alors, parmi 
les m racines de l’équation (1), il y en a 7 qui se rédui- 
sent à zéro pour { — {, et par conséquent les modules 
de leurs inverses deviennent infinis; donc quand t tend 
vers la limite t,, les modules de 7 des m racines de l’é- 
quation (2) tendent vers l’infini; à la limite, cette équa- 
tion (2) se réduit au degré rm» — n, et elle n’a plus que 
m — n racines finies. 


60. Il peut arriver que les équations (1) et (2) du nu- 
méro précédent coïncident. Dans ce cas, l’équation pro- 
posée est dite réciproque; l'inverse d’une racine quel- 
conque est aussi une racine. | 

D’après ce qui précède, si f (z) — o est une équation 
réciproque du degré m1, on aura identiquement 


f(2)= ae f (2) 


À étant un facteur indépendant de z. Faisant z = +1, 
puis z——1,il vient 
fO)=Af(i), Ff(—i)=(—-if(— 1). 


Si f(x) et f(— 1) ne sont pas nuls, c’est-à-dire si f (z) 
n'est divisible par aucun des binômes z +1, s—1,on. 
voit que À — 1 et que le degré m de l'équation est un 
nombre pair 24. L'identité 


Œ 
(1) f() = #4f (2) 
montre que l'on a alors 


F(E)=A02 4 HA LE... 


HAN ANA PA Zi PAT AMEL... - HAT AS 


fe —1 


en sorte que les coefficients de deux termes également 
éloignés des extrèmes sont égaux et de même signe, 
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Supposons maintenant que F (z) — O soit une équa- 


tion réciproque pouvant admettre les racines + 1 et — 1, 
et soit 


(5) F(z) (21) (3 +1 f(s), 


f (z) n'étant pas divisible par z Æ 1; il est évident que 
l'équation f (z) — o est réciproque, et en conséquence le 
premier membre f (z) a la forme indiquée par la for- 
mule (2). Maintenant, à cause des formules (1) et (3), on 
a l'identité 


I 
F()=(— 1} ) 
il en résulte que si p est pair, les coefficients des termes 
également distants des extrêmes dans F (z}) sont encore 
égaux et de même signe. Mais lorsque p est impair, les 
coefficients des termes également distants des extrèmes 


sont égaux et de signes contraires; dans ce dernier cas, 


lorsque q est impair, l’équation proposée est de degré 
pair, et le terme du milieu doit avoir un coefficient nul. 


61. Les équations réciproques sont susceptibles d’abais- 
sement, c’est-à-dire que leur résolution peut se ramener à 
la résolution d'équations de degré moindre. Comme on 
péut toujours supposer qu'une équation réciproque ait 
été débarrassée des racines + r et — 1 qu'elle peut avoir, 
elle sera nécessairement d'un degré pair 2u, et on pourra 
lui donner la forme 
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et généralement 


I 
À 5 el CP 
AE 


. . . J I 
puis que l’on multiplie V,_, = 2-11 — parx = 2 +, 
Zi Z 


on trouvera 


1 I 
ENS (= +- <) + (a _ no}, 
2n gra 


/ 


ou 
Ve — CA EReT É 4) Vrai . 
On a 


=; Nurs 


et en faisant usage de la formule précédente, on pourra 
exprimer successivement V;, Vs, V,,..., par des fonc- 
tions de x; ilest évident que V, sera une fonction en- 
ère de x du degré ». On trouve 


Vs at f2, 
Vire Sr, 
V;,=zx — Ar +o, 
Vi aft= barñst br, 


D’après cela, l’équation proposée pourra être ramenée 

à une équation du degré Zen x, et les racines z de la pro- 
posée seront données par la formule générale 
5 _« CA T° 

2 13+1—0, d'où  z2—-2# LÉeuiTe 

2 À 

Il faut remarquer aussi que le premier membre de l’équa- 

tion proposée est égal au produit 


(2 —22+i1)(2— zizi)... (2 — x ES LA TETE 


l 


Los Lise X, désignant les p. racines de l’équation 


135 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 

62. La transformation u—z+% a pour objet de 
former une équation dont les racines soient égales à 
celles de la proposée augmentées d’une quantité donnée «; 
l'équation proposée étant f (z) — 0, la transformée sera 
f{u—ax)—o ou f(z — x) —o, en écrivant z au lieu 
de u. Si l’on ordonne par rapport aux puissances de z, 
cette transformée sera 


FERA EE 


On pourra disposer de l’indéterminée & de maniere à 
P P 
faire évanouir l’un des termes de cette équation. Ainsi 
q , 
l’on fera disparaître le terme en 2°! si l’on détermine « 
par l'équation 
Supposons par exemple que équation proposée soit 


2 + Pz:+<QzHRE=T0, 











on à 
PALIER rl bre 7 
AG DUPRR 2Pz+ 0, 
I 
1/4 
z 
J”() — 3z + P, 
he) 
Fa 
se) PA 
1.219 
L'é . (1 ere d RE (a 1 d » > 
équation f/(z) — 0 donne z = — 3; si donc on veut 
| $ 
faire disparaître le terme en 2°, il faudra prendre & = 3° 


Les formules précédentes donnent 


3 PRO 
a EE — — — RkR — , 
a Sir ee MO TA 
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et la transformée sera 
A EIPATE qi 04 


65. La transformation linéaire générale exprimée par 


la formule 


az + b Fish 
az +0 a—au 


fournit le moyen, à cause des indéterminées a, b,..., de 
faire disparaître deux termes d’une équation. Considé- 
rons par exemple l’équation du troisième degré 


S+Pz2+Q0z+R—o; 
la transformée en u sera 
Au + A, u? + A;,u + A, — 0, 
en posant, pour abréger, 
A,—03— Pa'b?+Qa!b—Ra, 


A, = b'[— 3bb' + P{ab! + ba!) — Qua] 
+ a'[P6b — Q(ab! + ba') + 3Raa'|, 


A3 = —b[— 3bb' + P(ab' + ba’) —Qaa'] 
— a[P bb" — Q(ab' + ba’) +3Raa'|, 
A,= — B+Pab'— Qab+Re. 


Déterminons maintenant les arbitraires a et «a de ma- 
nière que l’on ait 
comme on ne peut admettre que ab’ — ba’ soit nul, puis- 


qu’alors u ne dépendrait pas de z, les deux équations pré- 
cédentes se réduiront à 


— 3bb! + P(ab' + ba!) — Qua'— 0, 
PbB"— Q(ab' + ba') + 3Raa'—0; 
si on les résout par rapport à bb’ et ab! + ba, on trouvera 
bb) 3PR—Q bb! PQ—9R 


PA RTS Dir 7 7 %: 


DO MANN Ne RS 


UT 
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; b b' . sc) 1 
en consequence, — et — sont les racines de l'équation du 
a a 


deuxième degré 
(P? — 3Q)f° — (PQ — 9R})t + (Q° — 3PR) —%0. 
Désignons par £ et t’ les racines de cette équation et 
par f(z) le premier membre de l'équation proposée; les 


quantités a et a’ restant indéterminées, nous ferons 
/ , , « x 
a —=a——1, la transformée en u se réduit alors à 


du == AE), 2 
ASS 
ses trois racines seront exprimées par la formule 
3 (072 
? Ÿ A. : 20e J{+) ] 


Tu) 


et celles de la proposée seront données par la suivante 


(#1) 


RTE AT 
eV 


Cette formule peut être ramenée à une expression plus 
simple, mais nous n'insisterons pas sur ce sujet qui sera 
plus tard l’objet d'une étude approfondie; il nous suffit iei 
d’avoir montré comment la transformation linéaire peut 
conduire à la résolution générale des équations du troi- 
sième degré. Ajoutons que la mème transformation fournit 
aussi la résolution générale des équations du quatrième 
degré, car elle permet de faire disparaître la première et 
la troisième puissance de l’inconnue, au moyen d’une 
équation du troisième degré. La proposée se trouve alors 
remplacée par une transformée que lon sait résoudre, 
puisque celle-ci peut être abaïssée au deuxième degré. 
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CHAPITRE IV. 


DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES ET DE L'ÉLIMINATION. 


De l'élimination. 


64. Après avoir exposé les propriétés générales des 
fonctions entières d’une variable et des équations à une 
seule inconnue, nous devons parler des fonctions entières 
de plusieurs APE et des équations ApéRAques simul- 
tanées. 

Une fonction entière de plusieurs variables est un po- 
Jynôme entier et rationnel relativement à chacune des 
variables, et l’on nomme équation algébrique toute équa- 
tion qui peut être ramenée à la forme V — 0, V dési- 
gnant une fonction entière. 

Un système de 7 équations algébriques admet, en gé- 
néral, comme on le verra, un nombre limité de solutions, 
quand le nombre des inconnues est égal à n. Mais si ce 
dernier nombre est seulement 7 — 1, les équations pro- 
posées n’admettront point de solution, à moins qu’une 
certaine équation de condition ne soit sausfaite : Les pro- 
cédés par lesquels on paient à former cette équation 
de condition constituent ce qu'on nomme l'élimination, 
et l’équation obtenue est dite équation finale. 

Supposons que l’on ait 7 équations algébriques entre 
nm inconnues 


Z; Zi» Z29 » 2 Zn—15 


‘et que ces 2 équations soient satisfaites par les valeurs si- 
multanées 


DENTS UE 30 09 ANA ON One — dis 
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regardons z comme une quantité connue, les équations pro- 
posées ne renfermeront plus que #2 — 1 inconnues; elles 
admettront d’ailleurs un système de solutions communes si 
l’on donne à z la valeur a ; donc l’équation finale en z ob- 
tenue par l'élimination de z,, z:,..., z,_, entre les pro- 
posées devra admettre la racine a. D’après cela on peut 
dire que l’équation finale qui résulte de l’élimination de 
11 — I LIICONNUES Zi, Zoo» e > Zn.1 eNre nt équations con- 
tenant en outre l’inconnue z, a pour racines les diverses 
valeurs de z qui concourent, avec des valeurs convena- 
bles des autres inconnues, à former les systèmes de solu- 
tions des équations proposées. 

I! faut remarquer que l'élimination n’a pas d'autre objet 
que la formation de l'équation finale; la résolution d’un 
système d'équations simultanées constitue un problème 
distinct. À la vérité, pour traiter ce dernier problème, on 
peut et on doit même en général faire usage de l’élimi- 
nation, mais on conçoit aussi que l’on puisse aborder la 
solution par d’autres voies. 


Sur le nombre des termes que peut contenir une fonction 
entière d’un degré donné. 


65. Considérons d’abord une fonction homogène et 
entière des 2 + 1 variables 


Z19 Z2) Zgpee 9 Zns Zn+i9 


et du degré m. Si cette fonction est la plus générale de 
son degré, elle renfermera tous les termes qui, abstraction 
faite d’un coefficient constant, seront de la forme 


CAR AIRE Te V0 nn ei 
2 


1 nm n+1 ? 


la somme des exposants &4, Go, +; Œnys Étant égale à m. 
Le nombre total des termes dont il s’agit est précisément 
celui des combinaisons complètes m à m des n +1 lettres 
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Z4y Zope es Zng4s COMbinaisons dans lesquelles une même 
lettre peut figurer plusieurs fois. On sait que le nombre 
de ces combinaisons complètes est égal au nombre des 
combinaisons simples de n + m lettres m à m, et voici 
d’ailleurs comment on peut établir l’égalité de ces deux 
nombres. Supposons que l’on ait écrit toutes les combi- 
naisons complètes des n + 1 lettres z,, 29,..., 2,44, M à m, 
de manière que dans chacune d’elles l'indice d’une lettre 
ne soit jamais supérieur à l'indice de la lettre suivante; 
désignons par A l’ensemble de toutes ces combinaisons. 
Supposons que l’on ait formé en même temps toutes les 
combinaisons simples des 7+m lettres z,,2z2,...,Z,4m; m à 
m, de manière que dans chaque combinaison les indices 
des lettres forment une suite croissante, et désignons par 
B l’ensemble de ces combinaisons. Il est évident que si, 
dans chaque combinaison B, on retranche respectivement 
les nombres 0, 1, 2, 3,..., (m2 — 1) des indices des lettres 
successives, on obtiendra une combinaison À ; réciproque- 
ment, chaque combinaison A se changera en une combi- 
naison B, si l’on augmente respectivement les indices des 
lettres successives des nombres 0, 1,2,..., (m—1). D’ail- 
leurs, par l'opération dont il vient d’être question, deux 
combinaisons différentes de l’un des systèmes À et B se 
changent en deux combinaisons nécessairementdistinetes ; 
donc les deux systèmes renferment le même nombre de 
combinaisons. 

Il résulte de là qu’une fonction entière et homogène du 
degré m dépendant de # + 1 variables a, dans le cas le 
plus général, 

(r+i)(rn+2)...(n + m) 
Fr STE IL 








termes. Si, dans cette fonction homogène, on pose z,,1,=1, 
on obtiendra la fonction entière la plus générale de n va- 
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riables et du degré m; le nombre total des termes d’une 
telle fonction est donc aussi représenté par l'expression 
précédente. 


66. Nous désignerons généralement par le symbole 
N (n, m) le nombre des termes contenus dans la fonction 
entière la plus générale de n variables et du degré m; on 
aura alors 
CR. 1) (2 + 2).4.(7 ma 


(1) N{x, m) — 


le second membre de cette formule ne change pas quand 
on échange entre elles les lettres #7 et m, car on peut lui 


donner la forme 
1.2 3...(n7+m) . 
ONE NS RNA RE VO Durs 1 





on a donc aussi 
(m+i)(m+2)...(m+n) 
2. N'ES ER 
2) Ve REASON 
L'expression (1) se réduit à 1 pour 7 — 0, et la même 
chose a lieu à l'égard de l'expression (2), quand on y fait 
m — 0; on a donc 


(3) N'(0; m}=='Tr, MN; 0), 


ce qui est conforme à notre définition du symbole 
N (2, m); on doit admettre que les formules (3) subsistent 
quand on fait m = o dans la première, et 7 = o dans la 
seconde, et nous aurons 

Mioso lei: 
ce qui exprime simplement une convention. Enfin, dans 
ce qui va suivre, l’entier #7 pourra recevoir des valeurs 
négatives, et nous conviendrons que, pour de telles va- 
leurs, on a 

N(2, m)—o, 


lors même que # aurait la valeur zéro. 
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Si l’on remplace m2 par m — 1 dans la formule (2), on 


aura 
mim+i)...(m<+n—:1) 


Nr, m— 1) — ST 0 





9 


et, par suite, en supposant 2 => 1, 


N(n, Ir (mat ur EC né) 


L.2.9 Lil) 





ou 
N(r,m)—N(r,m—1)—=N(r—1,m). 


Cette formule a été établie dans l'hypothèse de m posi- 
tifet de 7 > 1; mais, d’après notre définition du symbole 
N, on reconnaît qu’elle subsiste quand m2 est nul ou né- 
gauif, et quand » est égal à 1. Si l’on y remplace m suc- 
cessivement par M, M—I, M—2,...,(Mm—mMmi +1), 
et qu'on ajoute les m, équations résultantes, il viendra 


N(n,m)—N{r,m—m)=N(r—1,m)+N{r—1,m—1)+.… 
+N(rz—1,m—m, +1), 


formule qui subsiste évidemment, quel que soit le nombre 
entier 71 supposé positif. 
Si l’on pose 


(4) AnN(r,m)=N(r,m)—N(r, m—m), 


la formule précédente pourra s’écrire comme il suit 


Ma—= M I 


(5) NA Nr; m})= 


‘ 


Dh N(r—1,m—), 


Bi 0 
le signe oi du second membre indiquant qu’il faut donner 


successivement à y les valeurs 0, 1, 2,..., (mr, — 1) dans 
expression N (#7 — 1, m—u,), et faire ensuite la somme 


des résultats. 
I. 10 


è ? « 
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Soient M, M3,...,m, des nombres positifs quelcon- 
ques, et posons encore 


An Am N(2,Mm)—=An N(nr,m)— An N(72, m— 1m), 
Ans Am, An N (2, M) = Am, Am, N (7, M) — Am, Am N (2, M — m;), 


An, Am,_+0m, N(7, nt} Am,_+..Am, N (2; mM)—Am,_+..Am, Nix, m— m3). 


Si l’on suppose que À ne soit pas supérieur à 7, on aura, 
en appliquant successivement k fois le théorème exprimé 
par la formule (5), 


(7) Any Am, + Am, Am, N (2, m) DD Nin—k,m—p pa pu), 


le signe D: exprimant qu'il faut faire la somme de toutes 


les valeurs que prend N (2 —k,m—u—pu—...—t), 
quand on emploie successivement tous les systèmes de 
valeurs nulles ou positives des indéterminées pu, Ho...., 
u., tels que l’on ait 


HS Ma > LLs EURO 25 ct ns DIRE TI ES 


Le nombre des termes contenus dans le second membre 
de la formule (7) est ainsi égal au produit #1, m,... my. 
Si le nombre # est égal à 7, chacun des termes dont nous 
venons de parler se réduira à 1 ou à o. Supposons qu'ils se 
réduisent tous à 1, la formule (7) donnera 


(8) Am Am, _ +: Am, N{(z, m)—= Mm02e 00e 

Mais pour que cette formule (8) subsiste, il faut que la 
quantité 72 — Ui — Us —...—U\, qui figure sous le 
signe >> dans la formule (7), ne soit jamais négative, et 
la condition, pour qu'il en soit ainsi, est 

(9) m—ou >(m—1)+{(m—1)+...+(m —1). 


Si cette condition n’est pas satisfaite, comme les indé- 
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terminées UM, U:,... varient de o à m,—1, de o à 
M3—1,..., respectivement, la somme pi + us +... +, 
prendra au moins une fois chacune des 77 +1 valeurs 
0, I, 2,..., M; donc, dans le second membre de la for- 
mule (7), où l’on suppose À — n, il y a plus de m» termes 
égaux à 1, et l’on a alors | 


(10) An, Am, _ ++ Am N(r,m)>m. 


67. J'établirai encore ici une inégalité qui nous sera 
utile dans ce qui va suivre, et que l’on conclut très-faci- 
lement des formules (4) et (6). Le nombre que représente 
le symbole N n'étant jamais négatif, il en est de même des 
expressions dont la valeur est fournie par la formule (7); 
alors les formules (4) et (6) nous donnent 


Na, M) As NE m) nan N(nr, M)". 
Ainsi on aura généralement 
N(r,m)> An, Am, +" AN Cr AP 


en changeant m en m — m,, et en écrivant dans le second 
membre 
N(r,m)—A, .N(r,m), 


au lieu de N (7, m— m;), on aura 


N(n, m— my) > Am,_.* ..AmN(#, m)— A» . Am Nr, m) 


k 


Cela posé, on a l'identité 


N(r,m—m)—=N(n, m)—AnNi(r#, m), 


et en donnant à les valeurs 2, 3,..., k, dans l'inégalité 
que nous venons d'obtenir, il vient 


N(r,m—m;)>An N(2, m) — An, Am N(7; m), 
Nr, m— m;) >> Am An N(7, m) — An, 4m, Am N(7; m), 


10, 
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Si l’on ajoute ces inégalités avec l’égalité qui les précède, 
on aura 
N(z,m—m)+N(r,m—m;)+...+N(z;, m— m,) 
>N(n, m) — An, ++ + Am, Am, N (n, m), 


ce qui est le résultat que nous avions en vue. Il faut re- 
marquer que le signe >> n'exclut pas ici légalité. 


Du nombre des termes d’une fonction entière, qui ne 
sont pas divisibles par des puissances données des 
variables. 


68. Soit V une fonction entière et complète du degré 


m des n variables 
m5 dE 3e MASTER, 


et cherchons combien il y a, dans le polynôme V, de 
termes qui ne sont divisibles par aucun des monômes 


m Ma m,, 
ART PRE Ent 
F7 9 DNS 


Ni, Mass My étant des exposants entiers quelconques, 
dont le nombre k est égal ou inférieur à 7. 
Si m, est inférieur à m1, la partie de V qui est divisible 


par “# est égale au produit de ce monôme par une fonc- 


üon entière du degré m — m;, laquelle doit être un poly- 
nôme complet, car autrement la fonction V ne serait pas 
complète; donc le nombre des termes de V qui sont di- 


visibles par z"' est 
Nin,m— m;), 
et ce résultat subsiste quand m, est supérieur à m, puis- 


qu’alors l'expression précédente est nulle. Ïl résulte de là 
que le nombre des termes de V qui ne sont pas divisibles 
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{l 
par 7 est 


N(a,m)—Ni(n, m— mi) 
ou, d’après notre notation, 
Am N(n,m). 


Représentons, pour un moment, par 2 (7, m) le nombre 
des termes de V qui ne sont divisibles par aucun des mo- 
nômes 


m m My. = 
AE A 
la partie de V qui est divisible par 2,* est le produit de z/1 


par une fonction entière du degré m— m;,, et dans cetie 
fonction il y a (7, nm — m,) termes qui ne sont divisi- 


bles par aucun des monômes z"',..., 2/1; ce nombre ex- 


prime aussi combien il y a, dans V, de termes qui ne sont 
pas divisibles par les mêmes monômes, mais qui le sont 


par 2x Il résulte de là que le nombre des termes de V qui 
ne sont divisibles par aucun des monômes 


pt aie 'E FAURE 
Re GR QE PC Pie ET PE 


est égal à 
N(r,m)—M(n,m— mx), 


ou, si l’on veut, à 
An, 90 (a, m). 


Mais nous avons vu qu'il y a, dans la fonction V, 


À, N (7, m) termes non divisibles par z°*, donc il y en à 


An AmN(r,m) qui ne sont divisibles ni par LA ni par 


Mo "M; 
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z"*; pareillement À,,,A,,,A,, N(n, m) est le nombre des 


Ma 


termes non divisibles par l’un des trois monômes z°', 2°, 


z"*, et ainsi de suite, en sorte que l'expression 
An,- + Am, Am N (72, m) 


représente le nombre des termes de la foncuion V qui 
n’admettent pour diviseur aucun des monômes 


mi Ma m 


k 
2 y 2, yes Z 


k e 


Réduction d’une fonction entière de plusieurs quantités 
assujetties à satisfaire à un pareil nombre d'équations 
données. 


69. Soient 
(x) VIE OO OS PEN RE" 


k équations algébriques des degrés respectifs m,,m2,...,m 
entre les variables 


Zi5 Z2ge . Qu Zns 


dont le nombre r est au moins égal à z. 

Nous supposerons non-seulement que ces équations 
soient complètes, mais encore que les coeflicients de cha- 
cune d’elles demeurent indéterminés, en sorte qu'il ne 
puisse exister entre eux aucune relation. Cela posé, nous 
établirons la proposition suivante : Soit S une fonction 
entière quelconque des variables z;, z:,..., il sera tou- 
jours possible de tirer des équations (1) les valeurs des 
puissances 


z 
mi Ma m, 
(2) ADN or er HS 


qui seront ainsi exprimées par des fonctions entières ne 
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contenant Z;, 2:,..., 4, qu'avec des exposants inférieurs 
à M1, Ma...) M respectivement. En outre, par la susbti- 
tution de ces valeurs, on pourra faire disparaitre de la 
Jonction S tous les termes divisibles par l’un des mo- 
nômes (2). 

Cette proposition est évidente quand le nombre # est égal 
à l'unité; dans ce cas le système (1) se réduit à une seule 


équation de laquelle on pourra tirer la valeur de z"'; la 


substitution de cette valeur abaïssera le degré de S; si ce 
degré reste supérieur à #»7,, de nouvelles substitutions 
pourront évidemment Île réduire au-dessous de 77,. Au 
surplus, la réduction peut être opérée immédiatemeut en 
divisant S par V, ; si l’on désigne par —"F, le quotient de 
cette division et par S’ le reste qui est de degré inférieur 
à M,, On aura 
SNS 


en sorte que pour atteindre le but proposé, il suflira d’a- 
jouter à S le produit T; V;. 

Lorsque le nombre k est supérieur à 1, si les degrés 
Mis Mas... mu des équations (1) sont égaux entre eux, on 
voit tout de suite que l’on pourra résoudre ces équations 


M 


2 sn. 


par rapport à z°',2z , Z,", puisque nous leur suppo- 


sons la plus grande généralité possible, mais on aperçoit 
moins facilement, mème dans ce cas particulier, la marche 
qu'il faut suivre pour faire disparaitre de la fonction S les 
termes divisibles par l’un des monômes (2); le procédé 
est pourtant le mème que dans le cas de £=1, mais il 
faut l'appliquer d'une manière convenable, afin qu’au- 
cune des substitutions qu’on exécute ne fasse reparaitre 
des termes déjà disparus par des substitutions précédentes. 

Quels que soient le nombre £et les degrésm;,m»,..., m4, 
je dis qu’on peut trouver des polynômes T,,F,,...,7T, 
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tels que la somme 
(3) S+T V,+TV,+...+TiVi=sS 


ne renferme plus aucun terme divisible par l’un des mo- 
nômes (2); j'ajoute qu’en général ces polynômes ne seront 
pas complétement déterminés et qu’ils pourront en consé- 
quence être choisis de plusieurs manières différentes. En 
effet, désignons par m le degré de la fonction S et pre- 
nons pour T,, T:,...,T, les fonctions entières les plus 
générales des degrés respectifs 


M — Mis M — Massses M — M 


chacune de ces fonctions devant toutefois être réduite à 
zéro, lorsque le nombre qui doit exprimer son degré est 
négatif. 

Le nombre des coefficients arbitraires contenus dans le 
premier membre de la formule (3) sera évidemment 


(4) N(m—m)+N(im—m)+...+N(m— mx); 


d’ailleurs ce premier membre est un polynôme complet 
du degré mn: qui renferme N (7, m) termes, et parmi ceux- 
ei 1l yena (n° 68) 

Am Am, _ +++ Am N (n,m) 


qui ne sont divisibles par aucun des monômes (2). Le 
nombre des termes de l’expression (3) qui sont divisibles 
par l’un des monômes (2), termes que nous voulons faire 
disparaître, est donc 


(5) N(2,m) — An Am +. AmN (7, m); 


or on a vu au n° 67 que le nombre (4) n’est jamais in- 
férieur au nombre (5); donc les arbitraires contenues 
dans la formule (3) seront toujours en nombre suflisant 
pour l’évanouissement de tous les termes divisibles par 
l’un des monômes (2). 


pe 4 
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La fonction S est quelconque ; si on la réduit succes- 
sivement aux monômes (2), on voit, par ce qui précède, 
que chacun de ces monômes sera exprimable par une 
fonction entière qui ne contiendra les variables z,,z:,..., 24 
qu'avec des exposants inférieurs à #21, m2,...,m, respec- 
tivement. 


Élimination de n — 1 inconnues entre n équations algé- 
briques. — Théorème de Bezout relatif au degré de 
l'équation finale. 


10. C'est en partant des considérations qui précèdent 
que Bezout esi parvenu à établir, comme nous allons 
l'expliquer, le principe fondamental de la théorie de l’é- 
limination. 

Soient 
(1) Mo UE 0 avi 0 


n équations algébriques des degrés m,, m:,..., m, res- 
pectivement et contenant 7: inconnues 


Zis COTE Zn3 


nous supposerons, comme au n° 69, que chacune des 
équations proposées est la plus générale possible, et qu'il 
n'existe aucune relation entre les coefficients. 

Considérons les 7 —1 premières équations (1); d’a- 
près ce qui a été dit au n° 69, on pourra tirer de ces 
équations les valeurs de 


m; Ma mn 


Z ni 


RC ANNE ME TE 


et ces valeurs seront exprimées par des fonctions entières 
qui ne renfermeront les inconnues Z,, Z:,..., 2,1 
qu'avec des exposants inférieurs à mm, M),..., M4 Ves- 
pectivement. 

Cela posé, soit T, un polynôme complet d'un degré 


e 
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indéterminé que je représenterai par m — m,. Si l'on 
multiplie par ‘F, la dernière des équations (1) qui est du 
degré m,, elle deviendra 


à De — O0, 


et Je dis qu'on peut réaliser l'élimination des nr — 1 in- 
CONNUES Zi, Z25e5 Zn_1s par le moyen des arbitraires 
contenues dans T, et avec le secours des 7 — 1 premières 
équations (1). Les arbitraires ayant été ainsi déterminées, 
l'équation (2) deviendra l’équation finale et le nombre mn 
exprimera son degré. 

Le premier membre de l’équation (2) est un polynôme 
complet du degré m, et il renferme, en conséquence, 
N (7, m) termes; mais quand, au moyen des n — 1 pre- 
mières équations (1), on aura fait disparaitre (n° 69) 
tous les termes divisibles par l’un des monômes 


m, Ma (es 
(3) RME PT TUE 


il n’en restera plus que 
An. CE Ans An, N (7, mm); 


par conséquent, pour que l'élimination puisse s exécuter, 
il faut que, par le moyen des arbitraires contenues dans 
T,, tous ces derniers termes disparaissent, à exception 
des mn + 1 qui ne renferment que la seule inconnue z,. 
Ainsi le nombre des termes qu’il faut faire évanouir est 


(4) An +. An, Am N (7, m)—{(m+i). 


n— 


Le polynôme ‘FT, étant complet et du degré m1 — m,, il 
renferme N (7, m— m,) termes; mais le nombre des 
coefficients dont on peut disposer pour l’élimination est 
beaucoup moindre. En effet, il est évident qu'avant d’ef- 
fectuer le produit F, >< V, qui doit former le premier 
membre de l'équation (2), rien n'empêche de faire dis- 
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paraître de T, tous les termes divisibles par l’un des 
monômes (3); il n’y aura d’arbitraires dans T, que les 
coefficients des termes restants dont le nombre est 


Ân 1e CRE] Ans Am, N (ze, m 5 SE Mn) à 


n— 


en sorte que, pour plus de simplicité, on doit supposer 
tous les autres nuls, puisqu'il est possible de les faire 
disparaître. Enfin, on peut choisir arbitrairement l’un 
des coefficients du polynôme T, ainsi rédunt, car cela re- 
vient à multiplier l'équation (2) par une constante; donc 
le nombre des arbitraires utiles pour l’élimination est 
seulement 


(5) An, An AmN (7; M — Mn) — 1. 


n— 


On voit d’après cela qu’on pourra faire disparaître les 
inconnues Z1, Z»,..., 2,1 de l'équation (2), en résol- 
vant simplement un système d'équations du premier de- 
gré entre un pareil nombre d’inconnues, si les expres- 
sions (4) et (5) sont égales entre elles. En écrivant que 
ces expressions sont égales, il vient 


M An: Am Am N (a, m) — Am._ Am, Am, N (2, Mm—m,) 


ou 


M — Am Am: : Am, Am N(2,m); 


or, le second membre de cette formule n'étant pas su- 
périeur à m, il est nécessairement égal au produit 
MiMs... M, d'après la formule (8) du n° 66; car la 
condition (9) que suppose cette formule sera évidem- 
ment remplie. On a donc 

HR Et M2: 


et on peut dès lors énoncer le théorème suivant : 


Le degré de l'équation finale qui résulte de l’élimina- 
tion de n — 1 inconnues entre n équations à n incon- 
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nues est égal au produit des degrés de ces équations, 
lorsque celles-ci sont complètes et que leurs coefficients 
demeurent indéterminés. 


71. La démonstration que nous venons de présenter 
repose sur ce fait, que les coefficients arbitraires du po- 
lynôme T, sont complétement déterminés par les équa- 
tions du premier degré auxquelles ils doivent satisfaire. 
Or, bien que le nombre de ces équations soit égal à celui 
des arbitraires, et que Îles équations proposées aient la 
plus grande généralité possible, on pourrait craindre de 
se trouver ici dans l’un des cas d’incompatibilité dont 
l'existence est bien connue; il est facile de montrer qu'il 
n'en peut être ainsi, 

En effet, supposons que les équations proposées se ré- 
duisent à 


mi Ma 
3 '—4—"0, 3%, —2z —\0, Z 
Î 2 


Ma 


m 
3 —— Z— 0,063 FA re 1 di 


ñn 
a étant une constante donnée, Dans ce cas, on a 


V sou LE 
1, Mon-1s 


et la fonction qui réalise l'élimination peut être déter- 
minée à priori. Si, en eflet, on pose 
nt 


M a 00 Mius CON 
My 


le polynôme T, aura pour valeur 


' ' 
m!—2)m m!—1 

z 14 5 diras 

n - n—1 


= (m—1)m 
Le nn 3: e + Zn—1 
car, en employant cette valeur de T,, on a 


m m! 
To Va rs 2, LS 32 ? 


ou, à cause des 7 — 1 premières équations proposées, 


"1 7 er _m 
LU TA SEAT A. 
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Il est évident que si l’on applique à ce cas particulier 
la méthode générale du n° 70, on obtiendra cette même 
valeur de T, que nous venons de former ; il en résulte que 
les équations qui déterminent T, ne peuvent offrir d’im- 
possibilité en général, puisqu'elles n’en présentent pas 
quand on donne certaines valeurs particulières aux coefli- 
cients des équations proposées. 

Nous ajouterons encore une remarque fort importante. 
Le raisonnement du n° 70 a couduit, par l'élimination de 
n — 1 inconnues entre 7 équations, à une équation finale 
dont le degré est égal au produit des degrés des équations 
proposées ; mais on peut se demander si ce degré ne serait 
pas susceptible de s’abaïsser par l’évanouissement de quel- 
ques termes, ou s’il ne serait pas possible, en suivant 
une voie différente, de déduire des équations proposées 
une équation finale de degré moindre. Il est aisé de voir 
qu'il n’eu est rien, tant qu'il s’agit d'équations générales ; 
effectivement, dans l'exemple que nous venons de consi- 
dérer, on reconnaît à priori que l’équation finale est 


et son degré est égal au produit des degrés des proposées. 
Or, ces dernières sont comprises dans les équations géné- 
rales du n° 70 ; donc l'équation finale qui en résulte est 
nécessairement comprise dans l'équation finale qui se rap- 
porte au cas général. 

On arrive à la même conclusion en considérant 7 équa- 
tions des degrés m1, m2,..., m, respectivement, dont 
chacune soit décomposable en facteurs linéaires de la 
forme 

1 Ep AE Eee PC Pa 
Ai ds, .., étant des coefficients indéterminés. Le système 
de ces équations peut évidemment être remplacé par 
M = MM... M, Systèmes formés de n équations du pre- 
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mier degré; chacun de ceux-ci fournit une équation finale 
du premier degré, et le produit des m équations finales 
ainsi obtenues est l’équation finale relative au système 
proposé. 

Dans les deux cas que nous venons de citer, il est évi- 
demment impossible de tirer des équations proposées 
une équation en Z,, 


dont le degré soit inférieur à m; donc la même chose est 
également impossible dans le cas des équations géné- 
rales. 


72. L'analyse que nous venons de développer montre 
qu’on n'obtiendrait pas la véritable équation finale, dans 
le cas où le nombre des équations est supérieur à 2, si, 
au lieu d'éliminer les inconnues à la fois, comme nous 
l’avons fait, on voulait procéder par éliminations succes- 
sives. Car supposons le cas de trois équations générales 
des degrés respectifs #,, m,:, m; entre les inconnues 
Zi Zo, Z3. Si l’on élimine z, entre la première équation 
et chacune des deux autres, on obtiendra deux équa- 
tions finales des degrés m, m, etm, m3, puis l'élimination 
de z, entre ces deux dernières fournirait une équation 
dont le degré pourrait s'élever jusqu'à m°m;,m:,tandis que 
la vraie équation finale est seulement du degré m1, m, m3. 
Le cas des équations du premier degré est le seul où l’on 
puisse procéder par éliminations successives. 


Sur la résolution des équations algébriques simultanées. 


73. Lorsqu'on sait former l’équation finale qui résulte 
de l’élimination de nr —1 inconnues entre 7 équations 
données, on peut aussi, d’après une remarque due à 
M. Liouville, déterminer les valeurs des inconnues éli- 
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minées qui répondent à chaque racine de l’équation fi- 
nale. C'est ce que nous allons développer. 

Reprenons les 7 équations 


(1) W=70; V:—=0,..., Vres0; 


des degrés respectifs m,, m,,..., m, entre les inconnues 
Zis Za5ee. Zns Et SUpposons, comme nous l’avons fait jus- 
qu'ici, que ces équations aient la plus grande généralité 
possible. 


Posons 
Ur} NL O1 Es Do St cet ne Call 0m 


Œy Gose.. An_ Étant des coeflicients indéterminés, et pre- 
nons Z pour inconnue à Ja place de z,,, il faudra, dans les 
équations (1), remplacer z, par la valeur 


Zn = 2 — (oz + Gr H... H aniZn 1); 


cette substitution ne changera pas le degré des équations, 
et celles-ci deviendront 


(3) ES 0, emo io, LE 0: 


Si l’on élimine z,, z:,..., z,_, entre les équations (3), 
on obtiendra une équation finale en z dont le degré m 


sera 
M M i,My. + :Mn3g 


et qui contiendra dans ses différents termes les 7 —. 1 in- 
déterminées &, &3,...,@,_1. On peut chasser les dénomi- 
naleurs qui seraient fonctions de &;,#:,... et, en ordon- 
nant le premier membre par rapport à ces indéterminées, 
l'équation finale en z sera 


(4) F2) +luFi(z) + oF:(2) +... Han Fi(z)] +... 0. 


\ 


On retrouvera l'équation finale relative aux équations 
proposées en attribuant la valeur zéro aux indéterminées 
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æ; on a eflectivement alors z — z,, et l’équation (4) se 
réduit à 


(5) PTE | 


mais l’indétermiuation des quantités « va nous fournir 
des résultats plus étendus. Si, dans l’équation (4), on 
remplace z par sa valeur tirée de la formule (2) et que 
l’on fasse usage des formules connues 


en Z; —+ Co 29 —- CCE] — nr Zyp— 


F(z)=f (a) + F2 \ietrte 


ETS CNET 


VUP/e1S ne ge 0.2 10e SD UE ie ler SLR te SUD ue CCE DE 7 | Fr ARS 


I 


il viendra, en ordonnant par rapport aux &, 


(6) (Par) + jeu [af (ae) + Fi(a)] +. 
| gi li ce)  FURITEEREES 


Cette équation (6) résulte de la combinaison des équa- 
tions (1) entre elles, et elle est nécessairement satisfaite, 
quelles que soient les indéterminées &, par tous les sys- 
tèmes de valeurs des inconnues susceptibles de vérifier les 
équations proposées. Si l’on suppose que ces indétermi- 
nées soient nulles à l’exception d’une seule a) le premier 
membre de la formule (6) se réduira à un polynôme or- 
donné suivant les puissances de œ, et il ne pourra être 


identiquement nul, à moins que les coefficients des di- 
verses puissances de a, ne soient nuls. Aïnsi, en parti- 


culier, on aura, outre l'équation (5), 
7 (2n) > pe (21) — O; 


pour toutes les valeurs 1, 2,..., (7 — 1) de l'indice y, ce 
qui donnera 


Fi{zr) F;(2:) F,4{2,) 


# —— . 


2 ne Men OU É (zx) 





(7) Zi — 


nn ee 0 6 À e 


COR RE TS CHA 
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Dans le cas particulier où le premier membre de cha- 
cune des équations (1) est un produit de facteurs du pre- 
mier degré à coeflicients indéterminés, l’équation (5) n’a 
point de racines égales, et par suite elle n’en peut avoir 
dans le cas général. Donc, si l’on remplace z, par l’une des 
racines de l’équation finale (5), la dérivée f'(z,) ne sera 
pas nulle et les formules (7) ne deviendront point illu- 
soires, à moins que l’on n’attribue des valeurs détermi- 
nées aux coefficients des équations proposées. 


74. La méthode précédente conduit à d’autres formules 
qu'il convient de remarquer et qu'on obtient en égalant à 
zéro les termes que nous n'avons pas considérés dans la 
formule (6) et qui contiennent en facteur soit une puis- 
sance supérieure à la première de l’une des indétermi- 
nées &, soit un produit de puissances de plusieurs de 
ces indéterminées. Par exemple, si l’on représente par 


F (z) le coefficient de &« x dans le premier membre 
BY pv 
de l’équauon (4), les indices pet y pouvant être égaux, 


2 


et qu'on égale à zéro les coefhicients de +, et de a, æ, 


dans l’équation (6), il viendra 





(4 
f” (z,) 2 F, (zn) LL 
4 * HSE ange) 
Peas pete +P Ga], (0 


La seconde de ces formules (8) donne cette valeur de 2. 
U LÀ 
æ 
2, J"(zn) ce F,, (za) 


Les formules (8) et (9) sont plus composées que les 
formules (7), mais quand on passe du cas des équations 
générales à celui des équations particulières, les for- 
mules (7) peuvent devenir illusoires, et dans ce cas Îles 
formules (8) et (9) les suppléeront. Celles-ci peuvent à 

Er II 


(9) sh) 00 
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leur tour devenir illusoires et exiger l’emploi d’autres 
formules qu’on pourrait pareïllement tirer de l'équa- 
tion (6); mais il n’est pas utile d’insister davantage sur 
ce sujet. 


75. Les équations (5) et (7) sont, d’après notre ana- 
lyse, une conséquence nécessaire des équations propo- 
sées; soit Vs — © l’une quelconque de celles-ci, et dési- 

! ? . 
gnons par V, le résultat que l’on obtient quand on rem- 
place dans VA Lis Zoe rc Zn-s PAF LES VAN PIS 


fonction ve sera de la forme 


D, (z,) étant une fonction entière. Effectuons la division 
de pa (z,) par f (z,) de manière à obtenir un reste ?, (z,) 
de degré inférieur à m, et désignons par LÉ (z,) le quo- 
Uent de cette division, on aura 

/ F (Zn) Fu (zx) Le Pur (Zn) 

RL , 

Î 7 (z)]72 


Cela posé, puisque les équations (7) résultent des propo- 
sées, il en sera de même de l’équation V,= 0, laquelle 





se réduit à 

Pu (zh) à 
Or celle-ci ne peut avoir lieu que si Pa (z,) est identique- 
mentnul, car ce polynôme est au plus du degré m — 1, et 
nous savons qu'on ne peut tirer des équations proposées 


une équation finale en z, d’un degré inférieur à m. La 
précédente valeur de V’ se réduit donc à 
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d'ou il résulte que les équations proposées sont satisfaites 
par tous les systèmes de valeurs des inconnues tirés des 
équations (5) et (7); ce qui est la réciproque de la pro- 
position établie au n° 74. Ainsi se trouve démontré cet 
important théorème : 


Le nombre des systèmes de solutions communes à plu- 
sieurs équations renfermant un pareil nombre d’incon- 
nues est égal au produit des degrés de ces équations, lors- 


que celles-ci sont complètes et que leurs coefficients de- 
meurent indéterminés. 


En particulier, deux lignes des degrés m; et m, se cou- 
pent enm;, m, points ; trois surfaces des degrés m;,,m2,1n3 
se coupent en m, M2 M3 Points. 

On dit qu’une courbe algébrique plane ou gauche est 
de l’ordre m, lorsqu'elle est rencontrée en m points par 
un plan quelconque. L’intersection de deux surfaces des 
degrés m, et m, est donc en général une courbe de l’ordre 
m;, Mm,, car le nombre des solutions communes à trois 
équations des degrés m,, m, et 1 estm, >< mt. Ainsi 
l'intersection de deux surfaces du deuxième degré est en 
général une courbe du quatrième ordre; mais il peut arri- 
ver, dans les cas particuliers, que cette courbe se réduise, 
soit à une courbe du troisième ordre et à une droite, soit 
à deux courbes du deuxième ordre, c’est-à-dire à deux 
coniques. 


Remarque sur la méthode d'élimination de Bezout. — 


Méthode d’Euter. 


76. La méthode d'élimination de Bezout, exposée au 
n° 70, consiste à multiplier l’une des équations pro- 
posées, 

(1) Vue 0 MINE NES p$ 


AUS 
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par un certain polynôme, et à employer les autres équa- 
tions pour faire disparaître quelques-uns des termes con- 
tenus dans le produit; l’élimination s'achève ensuite en 
disposant convenablement des arbitraires que renferme 
le polynôme multiplicateur. Mais, d’après ce qu’on a vu au 
n° 69, cette manière d'opérer revient à ajouter entre elles 
toutes les équations, après les avoir multipliées par cer- 
tains facteurs ; donc, si l’on représente par 


(2) Fan) 0 
l'équation finale qui résulte de l’élimination de z,,z:,..., 
Z,_1 Cntre les équations (1), on aura identiquement 


F (25) = TV +<TV:+...+T,V,, 


T,,'T,,...,T, étant des fonctions entières des inconnues 
convenablement choisies. 


77. Dans l’Zntroduction à l'Analyse infinitésimale, 
Euler a indiqué, pour le cas de deux équations, une mé- 
thode qui revient au fond à celle de Bezout. Représentons 
les deux inconnues par x et y et supposons que les équa- 
tions soient l'une du degré #7, l’autre du degré n; ces 
équations ayant été ordonnées par rapport à y, représen- 
tons par | 

Vi=P "+ Q PUR PTIT S ps 2, 

Va y" + QE ART ISERE 
leurs premiers membres. La méthode d’Euler consiste à 
multiplier respectivement les polynômes V, et V, par les 
facteurs indéterminés 

NÉE Rp EAP RP A CPE 

M,— Py" + A IE By Cp ., 


à exprimer ensuite que les coefficients des mêmes puis- 
sances de y sont égaux dans les produits M, V,, M, V,, et à 
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éliminer enfin les m + n — 2 indéterminées A, B,..., 
A',B',..., entre les m+n—1 équations du premier 
degré 
PA’ + QP/— P'A+ PQ, 
PB’ + QA' + RP'— P'B + Q'A + R'P, 
PC’ + QB’+ RA’ + SP'— P’C + Q'B + R’'A + S'P, 


ainsi obtenues. 

Les m + n —2 premières des équations précédentes 
donnent pour les indéterminées A, B,..., A’,B',..., 
des valeurs fractionnaires auxquelles on peut supposer 
le même dénominateur À ; les facteurs M, et M, auront 
donc la forme : 

É, — T, 


Mi AZ Ms —= À 





2 


Ti'et T: étant des fonctions entières de x et y, et il est 
évident que notre équation finale sera 


N FA + Eve 0, 
18. S'il s’agit, par exemple, d'éliminer y entre les deux 
équations du deuxième degré 
Pr +Q0ry+R—o, 
P'y+ Q'y +R'—0o, 
on sera ramené par le procédé d’Euler à éliminer A et A’ 
entre les trois équations 
PA/— P'A— (PQ'— QP’), 
QA' — Q'A = — (RP’' — PR"), 
RARE 0, 
ce que l’on peut faire en ajoutant ces équations après les 
avoir multipliées respectivement par les facteurs 


QR'— RQ, RP/—PR, PQ'— QP'; 
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il vient ainsi 
(PQ'— QP') (QR/— RQ’) — FRP'— PR'}— 0. 

Si l’on tire des équations qui précèdent les valeurs 
des indéterminées À et A’, on en conclura, comme il a 
été indiqué plus haut, les polynômes par lesquels il faut 
multiplier les équations proposées, pour obtenir l’équa- 
tion finale d’après la méthode de Bezout. Ces polynômes 
sont respectivement 

— (PQ' — QP") (P'y + Q') — P'(RP' — PR) 
el 
+ (PQ'e- QP’) (PYr:# Q) RP (RSR; 

: Remarquons encore que l’équation finale peut ici s’ob- 
tenir immédiatement en résolvant les équations propo- 
sées par rapport à y et à y”, ce qui donne 

! ! [ 4 
RP'— PR  QR'—RQ 


A TNT QU Er 


TPQ'— QR° 


et en égalant ensuite la seconde expression au carré de la 


première, 


Cas de trois équations du deuxième degré 
à trois inconnues. 


79. Pour donner un exemple des simplifications que 
comportent les applications de la méthode de Bezout, 
nousconsidérerons le cas de trois équations générales du 
deuxième degré entre les trois inconnues x, y, z. Soient 


| ay +2 bys+cz+2dy+2ez+f —=o, 
(1) a'y?+2b'yz+cz+ad'y+2ez+fl—= 0, 
| a"y? + 2 b'yz Ex cz? + 2 d'y + 2e"z24+f"—=0 


les équations proposées ordonnées par rapport à y et à z; 
dans chacune d'elles les trois premiers coefficients sont 
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. des constantes, les deux coeflicients suivants sont des fonc- 
üons linéaires de x ; enfin le dernier terme est une fonc- 
tion entière de x du deuxième degré. 
Nous poserons 


(2) H—a(b'e"— be) + a (be — be") + a" (be — b'c) 


el 
| D — d(b'c"—b'c')+ d'(b"e—bc”)+d"(be — b'c), 
E —e(b'e"— b'e')+e (b'e— be") +e” (bc! — b'c), 
= f(b'e"— bc) +f'(b"e— bc") + (be — L'c); 
D'= d(c'a"—c'a') + d'(c"a—ca")+d"{(cu —c'a), 
(3) { E'—e(c'a”—c'a')+e (ca —ca")+e" (ca —c'a), 
F—=f(ca"—ca)+f'(c'a—ca")+f"(ca — ca); 


D'—= d(a'b"— a" b')+d'{a"b — ab")+ d"(ab'— ab), 
EU ctab"+ ab} 4e (a”b— ab") +e” (ab! — a'b); 
F’=— f{a'b"—a"b')+ f'(a"b— ab") + f'(ab'— ab). 


Alors, en éliminant successivement deux des quantités 
Y*,.72, z° entre les équations (1), on obtiendra les sui- 
vantes : 

APE on rA2EerE PE 0, 
(4) W2H72 +20 y +2E"2+F— 0, 
Hz + 2D”"y +2E"z + F'— 0, 


qui pourront suppléer les proposées ; mais nous leur don- 
nerons une autre forme qui permettra de faciliter les cal- 
culs ultérieurs. Si l’on pose, pour abréger l'écriture, 


(R —HF +2(D'E —DE') +(E’—4EE"), 
(GRR CA(DEE — DE") — 2(D(E- SD/E—2DE’), 
R’— HE/+2(D'E —D'E’)+ (D'?— 4 DD”), 


et que l’on multiplie les équations (4) par H, on pourra 
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leur donner la forme suivante : 


(Hy +E')(Hy+2D—E)+2E(Hz3+2E/—D')+R—o, 


(6) | 2(H7y+E )(Hz+D')—8D'E+R — 0, - 


(Hz + D')(Hz+2E’— D')+2D’(Hy +2D—E')+R’"—=0; 
nous représenterons respectivement par 
V;, Va, V: 


les premiers membres de ces équations (6). 

Pour former, d’après la méthode de Bezout, le pre- 
mier membre de l’équation finale demandée, nous mul- 
tiplierons la fonction V, par un polynôme indéterminé 
T, du sixième degré qui ne renferme: aucun terme di- 
visible par y* ou par z°?; les équations V, = 0, V; = 0, 
seront ensuite employées pour faire disparaître du pro- 
duit T, V, tous les termes qui contiendront en facteur y* 
ou z°. Construisons, pour cet objet, les formules sui- 
vantes : 


(Hz+D')V—2E V,—=(Hy +E)(Hy+2D—E)(Hz+D') 
— 4{D'E(Hy + 2D — E') 
+ R(Hz+D')—2R'E, 


(Hy +E')V;—2D"V,—(Hz+D')(Hz+2E’—D')(Hy +E') 
— 4D'E(Hz+2E"— D) 
+ R’(Hy + D’) — 2RD”, 


(Hz+D')(Hz+2E/—D')V,—[2E(Hz+2E/—D')+R]V, 
= (Hy+E£E')(Hy + 2D — E')(Hz + D')(Hz+2E’— D’) 
— A D'E(Hy +2D—E')(Hz+2E”— D’) 
— 2kR "(Hy+2D—E)—2R"E (Hz + 2E"— D')—RR”"; 


en égalant à zéro leurs seconds membres, nous obtien- 
drons les équations nécessaires pour l’évanouissement des 
termes que nous aurons à faire disparaitre. 
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Nous donnerons au polynôme T, la forme suivante : 


T—=2X(Hÿ + 2D — E')(Hz + 2E”7 — D’) 
(9) +2(Y+E X)(Hz +2E/— D’) 
+2(Z+D'X)(Hy+2D—E')+U, 


X, Y, Z, U désignant des fonctions entières et indétermi- 
nées de x; la première de ces fonctions, X, est du qua- 
trième degré; Y et Z sont du cinquième; enfin U est du 
sixième degré. Il est presque superflu d'ajouter que c’est 
uniquement pour les convenances du calcul quenous écri- 
vons Ÿ + E’X etZ + D’X au lieu de Ÿ et Z. Comme nous 
l'avons dit, les formules (7) et (8) seront employées à 
faire disparaître du produit T, V, les termes divisibles 
par y” ou par z°; il est facile de voir qu’on produira cet 
cflet en ajoutant au produit T;V, les seconds membres 
des trois formules (7) et (8) respectivement multipliés 
par les facteurs 


— 4(Z+HD'X), —A4A(Y+EX), —4X, 


ce qui revient à ajouter à TV, les produits FT; Vi, Ts Vs 
dans lesquels les facteurs T,, T; ont pour valeurs 
T,——4X(Hz+D')(Hz+2E”— D’) 
| PROD ON AE Xe. (Zn HD'X je Hz + D'}, 
(10 
T,——4X[2E(Hz:+2E/—D')+R] 
— {(Y+EX)(Hy+E')+8E(Z +D'X). 


Effectivement, si l’on pose 
(11) TV, + T:Vi+ TiV 
puis que l’on fasse, pour abréger, 


HP =D" Ri+(2E" -2D4)R!-2E'R”, 


(12) 
| HQ—4ER" + (2D-—E/)R'2 2D/R, 
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et 

(13) ( EN — 4(D'?— 4DD”,R + {(D'E —2DE’—2D’E)R 
| + 4(E°— 4 EE” )R" + (R°?— 4RR°), 


expression (11) de O deviendra 


le —(U +R'X)V, 

| + 2H(HPX +R'Z — 2R°Y)y 

(4) + 2 H(HQX + R'Y — 2RZ): 
| + H(2PY + 2QZ — HNX). 


Maintenant, pour que cette expression devienne celle du 
premier membre de l'équation finale demandée, il faut 
que, par le moyen des polynômes indéterminés, les termes 
en yz, en y et en Z disparaissent de la formule (r14). 
Comme le terme en yz ne figure que dans V,, il nous 


faut poser 

(15) UERX —0, 

et 

(16) HPX + R'Z — 2R”Y — 0, 


HQX + R'Y — 2RZ — 0; 
l'expression de © se réduit alors à 

(179) — 2HPY + 2HQZ — H2NX. 
On tire des équations (16) | 

(2PR + QR')HX — — (R'°— {RR’)Y, 
(2QR° + PR'}HX — — (R®— 4RR”)Z; 


ces formules montrent que le polynôme X est divisible 
par R°— 4RR/ qui est une fonction entière de x da 
quatrième degré; le quotient de la division est donc une 
constante que l’on peut choisir à volonté. Nous prendrons 
pour cette constante l'inverse de la quatrième puissance 
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de H, changée de signe, en sorte que l’on aura 


| H'X——(R:—/4RR), 
(18) H5Y — 2 PR + QR/, 
| H5Z —2QR/ + PR'; 


les polynômes X, Y, Z étant connus, la formule (15) 
fera connaitre U. Enfin, au moyen des formules précé- 
dentes, on obtiendra cette expression de ©, 


(19) 6— INR — {RR") + 4 (PR + PQR/ + Q@R")) 


qui fournit la solution de la question proposée. 

Les valeurs de P et Q données par les formules (r2) 
renferment en dénominateur la constante H, et la valeur 
de N tirée de la formule (13) a le dénominateur H°; 
mais on peut démontrer que ce dénominateur doit dispa- 
raître des expressions de P, Q, N, lesquelles sont ainsi 
des fonctions entières des coeflicients des équations (1). 
Le dénominateur H° disparaît également de l’expres- 
sion (19) de O, et celle-ci devient alors une fonction en- 
tière et homogène du douzième degré, relativement aux 
dix-huit coefficients des équations proposées; mais nous 
ne démontrerons pas cette proposition qui s'écarte un 
peu de notre suje. 


80. IL faut remarquer que l’analyse précédente ne 
donne pas seulement l'équation finale demandée @ — 0, 
mais qu'elle fait connaître aussi les valeurs des inconnues 
y et z qui répondent à chacune des huit racines de cette 
équation finale. Effectivement, quelles que soient les va- 
Jeurs f£nies que l’on attribue aux indéterminées X, Y, 
Z, U, dans la formule (14), l'expression de © que l’on 
obtiendra se réduira nécessairement à zéro, pour tous 
les systèmes de valeurs de x, y, z qui satisfont aux 


 d 
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équations proposées. Or, si l’on fait successivement 








2R R’ 
UE, XL 0, M cn LEE: 
et 
R' 2R” 
ÜU—= X — di Ce PA rs : 
Se È vH'. TES 


la formule (14) donnera ces deux valeurs correspondantes 
de © : 
(R?— 4RR")y7 + (2PR + QR’), 
® — _ (R' — ARR”): + (2QR” + PR’), 


qui l’une et l’autre sont nulles ; on a donc 


: . +QR o2QR’+PR 
FF R?__4{RR’" FT ANR R°— 4RR” \ 
et l’on peut écrire aussi 
(20) bn ‘4 Th Z 
JE MXÉ HHHX 


X, Y, Z désignant ici les fonctions déterminées par les 
formules (18). Il est évident que si lon substitue ces 
valeurs (20) de y et de z dans les premiers membres des 
équations (6), ceux-ci se réduiront à des fonctions ra- 
tionnelles de x dont les numérateurs seront divisibles 
par @; au surplus, il est facile de vérifier qu'il en est 
ainsi, en se servant des formules que nous avons obte- 
nues. 


81. Si l’on suppose que x, y, z représentent des coor- 
données rectilignes, le problème que nous venons de ré- 
soudre coïncidera avec celui qui a pour objet la recherche 
des points communs à trois surfaces du deuxième degré 
données. La discussion des cas particuliers de ce pro- 
blème met en évidence diverses circonstances intéres- 
santes qu'il n'entre pas dans notre plan d’analyser d’une 
manière complète; mais nous indiquerons succinctement 
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les principales, afin de faciliter l'intelligence des consi- 
dérations générales que nous aurons à présenter en- 
suite. 

Les coefficients des équations proposées ne seront plus 
dans ce qui va suivre des constantes indéterminées, et 
nous examinerons les cas principaux dans lesquels la 
fonction © se réduit identiquement à zéro. 

Supposons d’abord qu’il n'existe entre les coefficients 
aucune relation autre que celles qui sont nécessaires pour 
la réalisation de l'hypothèse où nous nous plaçons. Dans 
ce cas, la fonction X ne se réduit pas à zéro, et la substi- 
tution des valeurs (20) de y et de z, dans les premiers 
membres des équations (6), donne des résultats identi- 
quement nuls; cela exige, comme on le reconnaît aisé- 
ment, que les fonctions rationnelles substituées à y et à z 
se réduisent à des fonctions linéaires de x, et, par suite, 
que Ÿ et Z soient divisibles par X. On voit alors que nos 
trois surfaces ont une droite commune, savoir, celle qui 
est représentée par les équations (20); mais elles ont 
aussi d’autres points communs qu'il est facile de déter- 
miner, Effectivement, les formules (20) ont été obtenues 
en remarquant que, pour toutes les valeurs de x, y, z 
qui satisfont aux équations proposées, les deux fonctions 


entières 
Le Z 
° due UPS ET 
je si (- en 


s’annulent. En égalant à zéro le second facteur de l’une 
et de l’autre expression, on retrouve les équations (20); 
mais on voit que l’on a en outre la solution 


Me 0 ous R'?+/{HR 0; 
laquelle fournit les coordonnées x de ceux des points 


communs aux trois surfaces qui ne se trouvent pas sur Ja 
droite commune. 
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] 

Ainsi, dans le cas qui nous occupe, bien que les équa- 
lions proposées solent indéterminées, on est conduit 
à considérer une équation finale qui est, en général, du 
quatrième degré, 


82. Supposons maintenant que les coefficients des 
équations proposées soient tels que l’on aït identique- 
ment, non-seulement ® = o, mais encore X = 0 ; comme 
au numéro précédent, nous exelurons toute relation inu- 
ile pour la réalisation de nos hypothèses. Les équations 


EXy7—Y—0:. HX3-°7 —0: 


obtenues au n° 80, montrent que l’on a identiquement 
Y — 0, Z—0; le cas où les trois fonctions R, R’, R/ se 
réduisent à zéro sera examiné plus tard, et nous l’ex- 
cluons en ce moment; alors l’une au moins des fonctions 
R et R” étant différente de zéro, nous supposerons que R 
ne soit pas nulle, Enfin l'identité X — o nous donne 


R'—921R, R’—YR, 


et nous distinguerons deux cas, suivant que À est une con- 
stante ou une fonction de x. 

* Admettons d’abord la première hypothèse. Les iden- 
tités Y = 0, Z = 0, ® — 0 s'accordent à donner 





P +00; 
si donc on fait 
Q 
rer à 
2 R à 
on aura 
P 
nr | 
ns ë; 


etil viendra, à cause des formules (12), 


RARE — 2)" {oE "ie Di))-2,Hi18 
Hé 2E 1 -oDii-E)x- DE 
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d'où, par l'élimination de £, 


D'+{E"— D’) + {D — E'}X + EX —0o; 


on voit que Ë est une fonction linéaire de x. 

Si l’on continue à représenter par V;,, V,, V, les pre- 
miers membres des équations (6), on trouvera, au moyen 
des formules qui précèdent, 


I 
Ve V = H(Hy+E —22E)(z — y —6), 
À 


VE Vi H (Hs D'— ÉD )(s— y — 5) 


On voit par là que les équations V;, = 0, V, — o sont 
satisfaites par toutes les valeurs de x, y, z qui satisfont 
aux deux 

V;:=0, 2—)17—ÉË—0o; 


la dernière de ces équations est celle d’un plan : donc, 
lés trois surfaces que nous considérons ont une conique 
commune. Ces surfaces ont aussi deux autres points 


communs, lesquels appartiennent à la droite représentée 
par les deux équations 


Hy +£E'—21E—o, He+D'—©D"—0; 
si l'on tire de celles-ci les valeurs de y et de z pour les 


substituer dans les équations (6), on trouvera Îles résul- 
tats 
RH 0, MRE-,0,. SR 420: 

ces équations sont en général du deuxième degré et l’une 
quelconque d’entre elles peut'ètre regardée comme l’é- 
quation finale qui convient au cas particulier que nous 
examinons. 

Le cas où la constante À se réduit à zéro n’introduit 
aucune particularité nouvelle. Les fonctions R et R” 
sont alors identiquement nulles, et comme nous excluons 
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le cas de R— 0, l’hypothèse O — o exige que l’on ait 
D’ — o. Alors les lieux que représentent les deux der- 
nières équations (6) ont un plan commun. 


83. Supposons que À soit une fonction de x, et po- 
sons 
À — 79 
#9 
r et s étant des fonctions entières premières entre elles, 
Comme 
R’ r R” r? 


D 


R F; Ras 


on aura 
Rs oh /emaolhrss0 Rire 

d’où il suit que le degré de r ou de s ne peut surpasser 
l'unité, et comme l’une de ces fonctions au moins ne se 
réduit pas à une constante, la quantité k sera nécessaire- 
ment indépendante de x. 

D’après les résultats obtenus au numéro précédent, on 
aura 


D's'+(E"— D'}rs' + (D — E')r?s F Er —0: 


Supposons que s ne se réduise pas à une constante; li- 
dentité précédente prouve que E est divisible par s, d’ail- 
leurs E est du premier degré; on a donc 


E —= &S, 
a étant une constante. En subsutuant à E cette valeur et 
divisant par s, il vient 
D’s?+(E”"— D'}rss+(D—E +ar)r—=o; 


on voit de même que D—E + ar est divisible par s, et 
en désignant par 6 une constante, on aura 





D—E = — or +65; 
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puis l’équation précédente divisée par s deviendra 
D’s + (E"— D'+6r)r—0; 


enfin, la fonction E” — D’ + 6r est encore divisible par s 
et, en désignant par y une nouvelle constante, on aura 


E"—D'——6r+ 75, 
puis 
D = — yr. 
En résumé, nos hypothèses nous ont donné les ré- 
sultats 
E=cs, D—E — — œr+6s, 
E—D'— —6r+ys, D'—=—7yr; 


et l’on aurait évidemment obtenu les mêmes formules, si 
l’on avait supposé r fonction de x, s pouvant être une 
constante. 

Au lieu de la constante Æ qui entre en facteur dans les 
expressions de R, R’, R”, nous en introduirons une autre g 
déterminée par l’équation 


dome donner EYE — 6er) — À 
alors les équations (6) de nos trois surfaces deviendront 


HE +(g+6)s)[Hy HE —2ar—(g—6)5]+2as[Hz+D'+(3—6)r]—0o, 

y+E' +{(g+6)s)(Hz+D')—(g+6)s[H:+D'+(g—6)r]—0, 

3+D'+(g—6)r|[Hz+D'+2ys—{g+6)r]—-2yr[Hy+E+(g +6)s]—=0o. 
Ces équations sont satisfaites en même temps que les 


deux 

Hy+E+(g +6)s—0, 

Hz + D'+(g—6)r—0o, 
dans lesquelles g a l’une ou l’autre des deux valeurs 
GE V(E— 4ay) — k; les surfaces que nous considérons 


ont donc deux droites communes non situées dans le 


même plan. On voit aussi que le reste de l’intersection 
É 12. 


178 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 

de deux des trois surfaces se compose de deux autres 
droites ; chacune de celles-ci coupe les deux premières 
droites en deux points qui sont sur la troisième surface, 
et en conséquence elle ne peut rencontrer cette troisième 
surface en d’autres points. 

Aïnsi, dans le cas dont il s’agit, il n’y a plus d’équa- 
tion finale. 

84. Considérons enfin le cas où l’on a identiquement 
R— 0, R'— 0, R’ — o. Les premiers membres des équa- 
tions (6) deviennent alors 
V,=(Hy+E)(Hy+2D —E')+2E(Hz+2E"—D'), 
V,—=(Hy+E"')(Hz+D/)— 4D'E, 

V;,—(Hz+ D')(Hz+2E"— D’) + 2D”"(Hy + 2D —E'), 


Il 


et il en résulte 
(Hz+D')V,— (Hy+2D—E)V;: — 2EV; —0, 
(Hy + E')V;, — (Hz +2E" — D')V;— 2D”V, —o. 
La droite qui a pour équations 
Hy+E'—o, E—o 
appartient aux deux surfaces V, et V;, et, d'après les 
identités qui précèdent, le reste de l’intersection de ces 
deux surfaces appartient à la troisième surface V;. Pa- 
reillement, la droite déterminée par les équations 
Hz + D'—=0o, D”’—o 
appartient aux surfaces V, et V;, et le reste de l’intersec- 
tion est sur V,. Enfin, la droite 
Hy +2D—E —o, Hz+2E”— D'—o 
appartient aux surfaces V, et V,, et le reste de l’intersec- 
tion appartient à V,. Il résulte de 1à que les trois sur- 
faces considérées ont une courbe du troisième ordre 


commune. 
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Les rois droïîtes qui complètent les intersections des 
surfaces deux à deux ne se rencontrent pas en général, et 
en conséquence elles rencontrent la courbe du troisième 
ordre. Dans le cas qu'on vient d'examiner il n’ÿ à point 
d’équation finale. 

Nous ne pousserons pas plus loin cetté discussion, et 
nous remarquerons en terminant que nous n'avons pu 
rencontrer le cas où les surfaces données ont une courbe 
du quatrième ordre commune, parce que nous avons exclu 
les hypothèses dans lesquelles la constante H se réduit à 
Zéro. 


Sur les équations simultanées dans lesquelles Les coeffi- 
cients ont des valeurs particulières déterminées. 


: 85. En ne considérant jusqu’à présent que des systèmes 
formés d'équations générales dans lesquelles les coefficients 
sont indéterminés, nous nous sommes affranchi1 de toutes 
les difficultés auxquelles Îles cas particuliers peuvent don- 
ner naissance. Nous allons présenter ici quelques consi- 
dérations relatives à ces cas particuliers; mais il n’entre 
pas dans nos vues d'approfondir en ce moment cette 
partie importante de la théorie des équations ; nous re- 
viendrons sur ce sujet dans la deuxième Section de cet 
Ouvrage. 

Les systèmes formés de plusieurs équations simultanées 
entre un pareil nombre d’inconnues peuvent être distin- 
gués en deux genres, suivant qu’ils admettent un nombre 
limité ou un nombre illimité de solutions. Dans le pre- 
mier cas, l’équation finale relative aux équations propo- 
sées doit évidemment être comprise dans l'équation finale 
qui se rapporte au système composé d'équations générales, 
en même nombre que les proposées, et respectivement de 
mêmes degrés que celles-ci. Dans le deuxième cas, il n’y 

12. 
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a plus, à proprement parler, d’équation finale; cepen- 
dant, il peut arriver que, parmi les solutions des équa- 
tions proposées, solations dont le nombre est, par hypo- 
thèse, illimité, il y en ait quelques-unes, en nombre fini, 
qui se distinguent des autres par une propriété particu- 
lière et dont la détermination mérite d’être l’objet d’une 
recherche spéciale; cette recherche conduira donc à une 
équation finale d'une nature particulière. Nous avons 
rencontré un exemple de ce cas (n° 81 et 82) dans le pro- 
blème qui a pour objet la recherche des points d’intersec- 
tion de trois surfaces du deuxième degré qui ont une 
droite commune ou une conique commune. 


86. Soient, comme an n° 70, 
(1) Vies O0, Vs 0e de SUN 


n équations générales des degrés m,, m:,..., m, respecti- 
vement, entre les 7 inconnues 


et 
(2) F (an) = 0 
l'équation finale du degré 

ME DR Ulse Ella: 


obtenue en éliminant z,,z:,...,z,_;entre les équations(r). 
On aura identiquement, comme on l’a vu, 


(3) Sn) =TVi + DVi+.. + TiVn, 


T,, T,,...,T, étant des fonctions entières des inconnues. 
On peut toujours faire en sorte que les coefficients de ces 
polynômes soient des fonctions entières des coefficients 
des équations (1), et nous admettrons qu'ils aient été ra- 
menés à cette forme, en sorte que f (z,) sera une fonction 
entière de z, et des coefficients des équations (1). Rap- 
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pelons encore que la méthode exposée au n° 73 donne le 
moyen de former les m systèmes de solutions des équa- 
tions (1) qui répondent respectivement aux m2 raciues 
de l'équation (2). 

Cela posé, donnons aux coefficients 


RSR EC..." 
des équations (1) les valeurs particulières 


A(0), B(), C{9),..., 
et sotent 


(4) TR VIRE NE O, 


ce que deviennent alors les équations (1). Désignons aussi 
par F9 (z,), T,..., les valeurs que prennent, dans la 


même hypothèse, les polynômes f (z,), T;,...; l’équa- 
tion (2) deviendra 


(5) FN (Zn) = 0, 
et l’on aura 


RATE ET VO PARU VAR PT VO 


Supposons d’abord que le premier membre de l’équa- 
tion (5) ne se réduise pas identiquement à zéro. Il est évi- 
dent, par la formule (6), que les seules valeurs finies de 
l’inconnue z, qui puissent, avec des valeurs convenables 
des autres inconnues, constituer des systèmes de solutions 
pour les équations (4), sont les racines de l'équation (5), 
et celle-ci sera l’équation finale relative au cas particulier 
que nous considérons. 

Dans le passage des équations générales aux équations 
particulières, le degré de l’équation finale peut s’abaisser 
par l’évanouissement de quelques-uns des premiers termes 
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de la fonction f'(z,); si ce degré se réduit à m-- 1, l’é- 
quation finale (2) a 4 racines qui deviennent infinies 
quand ou fait tendre les coefficients A, B,..., vers les 
limites A, B(,.... 11 est essentiel de tenir compte de 
ces racines infinies et de ne point abaisser au-dessous 
de m le nombre des systèmes de solutions des équations 
proposées. Ces m systèmes de solutions nous sont don- 
nés par les formules des n°73 et 74; les formules (7) du 
n° 73 suffisent toujours quand l’équation finale (5) n’a pas 
de racines égales ; autrement 1l faut avoir recours aux for- 
mules (8), (9), etc. (n° 74). Le cas où l'équation finale ac- 
quiert des racines égales mérite d’arrèêter notre attention; 
parmi les m systèmes de solutions des équations (4), il 
s’en trouve alors plusieurs qui fournissent la même va- 
leur pour l’inconnue z,. Il peut même arriver que k de 
ces systèmes coïncident entièrement, et, dans ce cas, ils 
constituent, pour les équations proposées (4), ce qu'on 
nomme une solution multiple d'ordre k. 

L'équation finale relative aux équations générales (1) 
nous donne ainsi la véritable équation finale qui se rap- 
porte aux équations particulières (4); mais quand on veut 
obtenir celle-ci par une voie directe, il est essentiel de 


maintenir à chaque racine le degré de multiplicité qui lui 
convient. 


87. Supposons maintenant que la fonction f'(z,) se 
réduise identiquement à zéro quand on fait À = A), 
B — B(°,.... Nous poserons 


AA) +eAU), B—B(9 +eBt), C— CM + 600), 


AU), BB, C(),..., étant, ainsi que «, des constantes in- 
déterminées, en sorte que la généralité des équations (1} 
ne sera point altérée. En faisant cette substitution dans 
les polynômes V, et T; et en ordonnant ensuite les résul- 
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tats par rapport aux puissances croissantes de €, on aura 


Vi VO + evil”, 
el 
4 = 1 ÈS + eme + aT(? —+- ET ue PER 


V{ et TH) étant des polynômes indépendants de €. La 


foncuon f (z,) prendra donc la forme 
Fle)==S (2) ef 0) (aa) SC (a) Le 


Par hypothèse, le terme f (° (z,) est nul; quelques-uns 
des coefhicients des puissances de € peuvent aussi se ré- 
duire à zéro, mais ils ne peuvent pas tous s’évanouir, car 
l'expression précédente de f (z,) se rapporte loujours à 
un système d'équations générales. Désignons par f# (z, 
le premier des coefficients qui sont différents de zéro, on 
aura alors identiquement 


(2) — O, 0) MEANS 16 2.3 FPT (2) — 0, 


et l’expression de f'(z,) deviendra 


flan) = elfe) Her ti pH ES 
) (21) (Zn) 


en conséquence, l'équation finale relative au système gé- 
néral (1) prendra la forme 


A ads LTD (as 0. 


Maintenant, pour passer des équations générales aux 
équations particulières (4), il suffit de faire tendre € vers 
zéro, et à la limite l’équation finale se réduira à 


FH) (2) = 0. 


L'analyse qui précède nous conduit donc toujours à 
une équation limite, soit que les équations proposées ad- 
mettent des solutions en nombre limité, soit que €es 
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équations constituent un système indéterminé, et ad- 

mettent en conséquence une infinité de solutions. 
Lorsque le premier cas a lieu, il y a pour les FAURE 

proposées une certaine équation finale 


p(2:) = 0 


qui est indépendante des quantités arbitraires AU), BU), 
C®,... et dont le premier membre est évidemment un 


diviseur de f(#){z,); on a donc 


FM (zu) = q(2n) Ÿ (Zn) » 


P(z,) étant une fonction entière de z, et des arbi- 
traires AU), BU), .... 

Lorsque les équations proposées admettent une infinité 
de solutions, il n'y a plus d'équation finale; l’équation 
limite 

Pa) = 0 
correspond à ce qu'on nomme, dans la Géométrie, une 
enveloppe. Elle fournit les valeurs limites qui convien- 
nent à l'inconnue z,, dans le cas d’un système variable 
que l’on fait tendre, suivant une loi quelconque, vers 
un système composé d'équations indéterminées. 


88. Les considérations que nous venons de présenter 
peuvent se résumer par les propositions suivantes : 


Le degré de l’équation finale qui réa el'Ene 
nation de n — 1 inconnues entre n équations algébri- 
ques quelconques à n inconnues est au plus égal au 
produit des degrés de ces équations. 

Dans le passage d’un système d'équations générales 
à un système d'équations particulières respectivement 
de mêmes degrés, le degré de l’équation finale peut 
s’abaisser, soit par l’évanouissement de quelques termes, 
soit par la suppression d'un facteur. 
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Il serait facile d’établir par notre analyse que l’équa- 
tion finale relative aux équations (4) peut toujours se 
mettre sous la forme 


SEE voor, ue SVP ne, 


Si, Sas + « + , Oh étant des fonctions entières. La détermina- 
tion directe de ces polynômes multiplicateurs, dans les 
différents cas qui peuvent se présenter, est le problème 
que Bezout s’est proposé de résoudre, et dont le déve- 
loppement forme l’objet de la Théorie des équations 
algébriques, que nous lui devons. La solution n’est pas 
exempte de difficultés, et l'application de la théorie est 
fort laborieuse; aussi nous n’entrerons à ce sujet dans 
aucuns détails, et nous renverrons à la Section suivante 
où l’on trouvera l'exposition d’une nouvelle méthode 
d'élimination. 

Il ne sera pas inutile, en terminant, de présenter un 
exemple simple dans lequel le degré de l'équation finale 
s’abaisse par la suppression d’un facteur. Je choisiraï, 
à cet effet, le cas de deux équations du deuxième degré 
que nous avons déjà considéré au n° 78. Les inconnues 
étant x et y, soient 


V,=Py +<Qr +R =0o, 
V:= P'7?+Q'> +R'—0o, 


(1) 


deux équations générales du deuxième degré; P et P' 
sont des constantes, Q et Q' sont des fonctions linéaires 
de x, R et R’sont des fonctions entières du deuxième 
degré. Les facteurs T;, T:, par lesquels il faut multiplier 
respectivement V, et V,, ont ici pour valeurs 


T,— — (PQ'— QP'}{P'y + Q')— P'(RP'— PR’) 


Et Dit PQtE QP')(B + QIEHP(REE-SPR} 
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et le premier membre de l’équation finale est 

(3) TVi+T:V:=(PQ'—QP')(QR'—RQ') —(RP— PR}. 

Ce premier membre se réduit à zéro, ainsi que les poly- 

nômes T, et T,, lorsqu'on suppose P = 0, P' = o. Po- 

sons, conformément à ce qui a été dit précédemment, 
PEN ITE CN; 


les formules (2) et (3) donneront 


To 

— (PQ'—p'Q)0— el PQ PQ) pi + PAPIR = PRIE 
T;, 
= = +(PpQ—P'QQ+E(pQ—p'Q)pr + p(p'R —pR)]; 
êt 
= 


e 
—V,+—V;=(pQ — p'Q)(QR'— RQ') —E:(p'R — pR'}. 


Faisons tendre maintenant € vers zéro et désignons 


r . . 1 + T 
par V®, ve 115 TA les limites de V,, V,, e. et —, 


€ 


on aura 


T9 PQ = p0)0, TPE AO 
et 


DOVE TV (PQ + pl O) (OM RO) 


Si l’on remplace dans cette dernière formule Est et 4 1 


par leurs valeurs, les deux membres contiendront le fac- 
teur pQ' — p'Q, eten supprimant ce facteur il viendra 


rs Q'v!° sis Qv{” ns QR’ vu RQ"; 
l'équation finale se réduit donc à 


QR’ — RO 0, 
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et, comme on le voit, elle s’est abaissée au troisième degré 
par la suppression d’un facteur. 

Si l’on suppose que x et y représentent des coordon- 
nées rectilignes, les équations proposées seront celles de 
deux coniques. L’équation finale que nous venons d’ob- 
tenir fera connaître les abscisses de trois des points d’in- 
tersection, mais les deux coniques doivent être regardées 
comme ayant un quatrième point commun situé à l'in- 
fini; l’ordonnée y de ce quatrième point est infinie, mais 
l’abscisse x est complétement indéterminée. 

L'existence de solutions indéterminées se manifeste 
même chez les équations du premier degré. Effectivement, 
les deux équations 


ay+brx+c—=o, a'y+b'x+c—=o 


représentent deux droites qui deviennent parallèles lors- 
qu'on suppose a —0, & — 0. L’ordonnée du point d’in- 
tersection est alors infinie, mais l’abscisse est indéter- 
minée. 


Théorème relatif au degré de multiplicité des solutions 
de deux équations simullanées à deux inconnues. 


89. Il existe à l'égard des solutions multiples d’un sys- 
tème d'équations simultanées un théorème analogue à 
celui qui concerne les racines multiples des équations à 
une inconnue. Nous allons établirici ce théorème en nous 
bornant au cas de deux équations à deux inconnues x et y. 

Soient 


(1) VAL RE NEA) MS ES ET 


deux équations des degrés m et n respectivement et aux- 
quelles nous supposons la plus grande généralité possible. 
Pour donner à ces équations la solution x = x,,7 =#Y,, 
il suffira d’assujettir les arbitraires contenues dans f'et F 
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aux deux conditions 
(2) Fes FN EE oO 
Cela étant, ordonnons f{x,y), F(x,y) par rapport à 
LT — Xy Et Y — Vos puis posons 
TS — Yo = t(x — x): 
il est évident que les premiers membres des équations (1) 
prendront la forme 
(3) Fes 7) = (r — 20) pi (2) + (x — am) qu (8) ++ (a 0) qn (2), 
F(x, y) EE (x LE à To) D; (#) —+ (x us de to) Pafe) ie CERN + (æ Sid æo)" P, (£), 
?, (t), P,(c) étant des fonctions entières de t, la première 
du degré y et la seconde du degré y; dans ce qui va suivre, 
les indices w et y pourront surpasser m et n respective- 
ment, mais dans ce cas on fera 9, (4) = 0,1 che: 
Désignons par 
Y(x,r)=m(t)+ (x — m)oi(t) +... + (x = m)'o,(t) 
une fonction entière arbitraire, d’un degré quelconque 5, 
des deux variables x et y et que nous ordonnons dela 
même manière que les fonctions f'et F. On aura identique- 
ment 


(4) ER 7) — f(x, r)4(x, 7 —(x—x,)T, ME ( ET To) T2 + és 
en posant, pour abréger, 
T, = & (4) — oi (t)p(t), 
Ti d(t) —[o(t)g (0) +ai( ae), 
(ste) + ai(r)g(e) + 0: (6)ei ()}, 


et si l’on dispose des arbitraires contenues dans les fonc- 
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tions f'et F, ainsi que de celles contenues dans d, de ma- 
nière que l’on ait identiquement 


(5) Er 0: HD; +0 LTÉE: 


la formule (4) deviendra 


(6) F(x, 7) — fe, r)4(e, »)= (x — 0} Te + (x — 0) Ti +... 


Cela posé, supposons qu'on veuille donner aux équa- 
tions proposées la solution x = x, y = y: ; il suffira que 
le second membre de la première formule (3) et celui 
de la formule (6) se réduisent à zéro pour x = x, et 

Tor A 
Li — Lo 


aux deux équations 


| h== 





: ces valeurs de x et de t devront donc satisfaire 


pif) +(r—m)p(t) +... 0, 
Ti + (x — 20) Tru +... —0. 


Mais si l’on fait varier +, et y, de manière que ces quan- 
tités tendent vers les limites x, et y,, les deux conditions 
imposées aux arbitraires se réduiront à une seule à la 
limite, car il suflira que les deux équations 


DUREE O0, CT EEE O 

soient satisfaites par la même valeur de t; cette valeur 
sera égale à la limite vers laquelle tend le rapport 7" 

x, —<% 
quand y, et x; tendent vers y, et x,. Comme la première 
des équations précédentes est du premier degré, la con- 
dition dont nous venons de parler équivaut à celle de la 
divisibilité de T; par , (t) ; enfin, parce que T; renferme 
le terme 5;_; (t) o,(t) et que les conditions (5) laissent 
Gy_1 (t) indéterminée, on peut supposer cette fonction 


choisie de manière que l’on ait identiquement 
( 7 ) | LRO, 


On voit donc que si l’on dispose des quantités qui res- 
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tent arbitraires de manière à satisfaire à l'équation (7), 
on augmentera d’une unité (n° 86) le degré de multipli- 
cité de la solution (xs, Yo): 

Il résulte de là que les formules (5) donnent les condi- 
tions nécessaires et suflisantes pour que le degré de mul- 
tiplicité de la solution (x,,7,) soit égal à £; ces mêmes, 
formules expriment qu il existe une fonction Ÿ (x, y) telle, 
que l'équation (6) ait lieu identiquement. Il faut remar- 
quer que le polynôme T}, n’est pas divisible par o,(t), à 
moins que le degré de multiplicité de la solution (x,,%0) 
ne soit supérieur à À; en outre il est évident qu’en dis- 
posant de la fonction indéterminée 5;_, (4), on pourra 
réduire T;° à une constante différente de zéro. 


Remplaçons t par sa valeur 72?, Ja formule (6) de- 
= %, 


viendra 
(8) Fix, 7) = fe, r)h(x, r) = xs y) 


X (x, y) étant, d’après ce que nous venons de dire, un 
polynôme de Ja forme 


(9) x 7)=G(z at À Gifs —m) (7 m5 
où G et G,,, désignent des coeflicients constants et où le 
signe © embrasse un nombre limité de termes dans cha- 


cun desquels le degré p + q est supérieur à k. 

Nous emploierons les caractéristiques D,, D, pour re- 
présenter les dérivées de nos polynômes prises par rapport 
a æetà y respectivement ; ainsi D,F(x, y), D,F(x,7y) 
désigneront les dérivées de F (x, y) relativement à x et 
à y. Cela posé, si dans l’identité (8) on remplace x par 
x + h, et qu'on égale les coeflicients de la première puis- 
sance de À dans les deux membres, il viendra 


(10) DeF(x, 7) — fa, 7)Deb(x, y) — ÿ(x, »)D fa 7) = Dix(x, r); 
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on aura aussi, en opérant de la même manière à l’égard 
de y, 
(11) D,F(x, )—f(x, 7)D,%(x,7)— 4 (x, »)D, f(x, r) —=D,x(x, r). 
Nous poserons 


(12) Fleuri MACT J)-D:F(x,7)—D:f(x, 7) .D,F(zx, Th 
et nous ferons en même temps, pour abréger l'écriture, 


Ÿ: (æ Sais D, f(x, x7)-D:Ÿ(x, 7) nt D. f(x, ’) D,Y (x, vi 
ein) D, f(x, x)4D.7 (2,7) — D fard Date 


Alors, en ajoutant entre elles les équations (10) et (11) res- 
pectivement multipliées par + D, f(x,y)et—D.f{(x,7y), 


on trouvera 


(13) Fa J)— fa he r)= x r). 


Les termes du premier degré en x — x, et y —yy dans 
- f(x, y) ont pour somme (x — x5) (t), et la dérivée de 
cette somme par rapport à y est égale au coefficient g de t 
dans q, (1), coefficient que toute notre analyse suppose 
différent de zéro. Il en résulte que y; (x, y) contiendra le 
terme AgG(x—x,)""" avec d’autres termes qui seront 
tous d’un degré supérieur à À — 1 par rapport à x—x,et 
Y — Yo; cette fonction y, (x, y) aura donc la forme 


Géhuts, r)=H(e- at DH (e — nr — ri), 


H et H,,, étant des constantes, et la somme p + q étant 
supérieure à À — 1. 

Les formules (13) et (14) montrent que (x, y,) est une 
solution multiple d'ordre À — r pour les équations simul- 
tanées 

Fi(x,y)—=0, f(x, r)—o. 
Ce résultat subsistera lorsqu'on donnera des valeurs par- 
ticulières aux quantités qui restent arbitraires dans F'et 
dans f, lors même que ces valeurs feraient disparaître t de 
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1 (t), pourvu cependant que v, (1) ne se réduise pas à 
zéro. On évitera effectivement ce cas si l’on reprend l’ana- 
lyse qui précède après y avoir changé les lettres x et y 
l’une dans l’autre. 

Mais si o, (t) se réduit identiquement à zéro, la conelu- 
sion précédente ne peut pas être maintenue; dans ce cas 
les deux équations 


Daft} 0e), 7) 


admettent la solution x = x,, Y —=7o. 





Comme rien ne distingue les équations (1) l’une de 
l'autre, on peut énoncer le théorème suivant que nous 
avions en vue : 


Taéorème. — Soient f(x, y)=0, F{x, y) =0 
deux équations simultanées, et F,(x,y) la différence 
D, f(x, 7)D:F(x, 7) —D./f (x, y)D,F (x, y). Si 
les équations proposées admettent la solution x = x, 
y —=Y, avec un degré de multiplicité k, les équations 
F,(x,y) =0,/f(x,7) = 0 admettront la méme solu- 
tion avec un degré de multiplicité précisément égal à 
k— 1, à moins que cette solution n'appartienne aux 
deux équations D,f(x,y)=0, D,f(#,7)= 0. Pa- 
reillement les équations F; (x,y) = 0,F(x,7)= 0 ad- 
mettront la solution x = x, y = yo avec le degré de 
multiplicité k— 1, à moins que les deux équations 
DFE x;y)=0}D/;/F{(xr;7) = 0° "7rarent celte meme 
solution. 


On voit que, dans tous les cas, une solution multiple 
des équations f (x, y) — 0, F (x, y) — 0 satisfait néces- 
sairement à l'équation 

D, f(x, r)-D:F(7, 7) +2 D. f (x, J7)-D,F (x, Vert 


90. La proposition que nous venons d’établir comprend 
le théorème qui se rapporte aux racines multiples des 
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équations à une seule inconnue, car si on l'applique 
aux deux équations f(x) = 0,7 — 0, dont la première 
a À racines égales à x,, elle indiquera que l’équation 
J'{x) = 0 a À —1 racines égales à xs. 

_ Mais le nouveau théorème n’a pas une étendue aussi 
grande que le premier, car nous avons exclu le cas d’une 
solution multiple qui satisferait aux quatre équations ob- 
tenues en égalant à zéro les dérivées relatives à x et à y 
des premiers membres des équations proposées. Ce cas 
est celui dans lequel la solution que l’on considère est 
uue solution multiple de chacune des équations prises 
séparément. En eflet, si l’on pose, comme au n° 89, 


F— Vo—=t(xX — Lo}, 


et que la fonction f(x, y) du degré m puisse se mettre 
sous la forme 


fm r)=(r— retro)" qm(é), 


pr(t) étant d’un degré égal à k, parmi les racines de 
l'équation 
ga(e) +... + (x — 2)" ont) — 0, 

il y en aura # qui tendront vers des limites finies quand 
on fera tendre x vers x, d’où il résulte que 4 solutions 
de l'équation f (x, y) —0o viendront se confondre à la 
limite avec la solution (x, yo). Si l’on suppose que x et y 
représentent des coordonnées rectilignes, on pourra dire 
que le point (Xo, 70) est un point multiple d'ordre X pour 
la courbe représentée par l'équation f (x, y) = 0. 

Nous avons cru utile de faire cette indication, mais 
nous n’entrerons point dans l’examen des détails du cas 
singulier dont il vient d’être question. Remarquons seu- 
lement que si deux équations 


féri=o,.F(z xt 0 


admettent la solution {x,, y.) avec le degré de multipli- 
I, | 13 
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cité k, mais que cette solution soit simple pour chaque 
équation prise séparément, on pourra remplacer lune des 
équations par une aütre pour laquelle la solution (xo, y1) 
ait le degré de multiplicité Æ. Il est évident en effet qu’à la 
dernière des deux précédentes équations on peut substi- 
tuer la suivante 


F(z,7)—f(r 7)h(x, r)=0, 
qui remplira la condition requise si l’on détermine la fonc- 
tiou d (x, y) comme on l’a expliqué au numéro précédent. 


Application de la théorie du plus grand commun divi- 
seur à la recherche des solutions communes à deux 
équations à deux inconnues. C 


91. La théorie du plus grand commun diviseur fournit 
une méthode très-simple pour ramener la résolution de 
deux équations à deux inconnues à celle d’un ou de plu- 
sieurs systèmes dans lesquels l’une des équations ne ren- 
ferme qu'une seule inconnue. Nous allons exposer ici 
cette méthode. 

‘Soient 


(1) V0, #aVS 10 
deux équations algébriques entre les inconnues x et y. 


Si les polynômes V, et V, sont décomposables en facteurs, 
de manière que l’on ait 


Nr DC VOOR EN APE SENS RENE 
1 Î { 2 2 2 


il est évident que la recherche des solutions du sys- 
tème (1) se ramènera à celle des solutions des LY sys- 
tèmes 


(2) V0 ps of, 


les indices supérieurs ‘et pouvant recevoir les valeurs 
1, 2,4. met 1, 2,...,7 réspectivement. 
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Pr 2 


Si les équations qui composent l’un des systèmes (2) 
rentrent l’une dans l’autre, ce système sera indéterminé 
etla même chose aura lieu à l'égard du système proposé. 

Si les équations (2) me renferment l’une et l'autre 
qu’une seule inconnue, x par exemple, elles seront in- 
compatibles et elles ne fourniront aucune solution des 
équations proposées, à moins que leurs premiers mem- 
bres n'aient un diviseur commun. Alors, si l’on prend 
l’une des valeurs de + qui annulent ce diviseur commun, 
avec une valeur arbitraire de y, on satisfera évidemment 
aux équations (1); ce cas est compris dans le précédent. 

Si les équations (2) renferment seulement, l’une l’in- 
connue x, l’autre l’inconnue y, chacune d’elles aura 
autant de racines qu’il y a d'unités dans son degré, et en 
combinant successivement chaque racine x avec chaque 
racine y, on obtiendra tous les systèmes de solutions des 
équations (2). 

Enfin, si, l’une des équations (2) renfermant les deux 
inconnues, l'autre n'en contient qu'une seule, x par 
exemple, celle-ci admettra une ou plusieurs racines, et la 
première équation fournira une ou plusieurs valeurs 
de y correspondantes à chaque racine x. La recherche 
des solutions des équations simultanées (2) n'offre donc 
alors que les difficultés du problème de la résolution d’une 
équation à une inconnue. 

En général, avant de procéder à la recherche des solu- 
tions des équations proposées (1), il conviendra de dé- 
barrasser leurs premiers membres des facteurs fonctions 
de x ou fonctions de y que ces polynômes peuvent ad- 
mettre. On appliquera à cet effet la méthode du n° 47; 
par exemple, pour avoir les facteurs de V, qui ne dé- 
pendent que de x, on ordonnera ce polynôme par rap- 
port à y, ensuite on cherchera le plus grand commun 
diviseur de deux des coeflicienis, puis le plus grand 

(Ed 


D. ps 
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commun diviseur entre ce premier plus grand commun 
diviseur et un troisième coeflicient, et ainsi de suite. 
Cette opération ayant été exécutée, on sera ramené, d’a- 
près ce qui précède, au cas de deux équations dont les 
premiers membres n’ont aucun diviseur fonction d’une 
seule inconnue. 


92. On est naturellement conduit, comme on va le 
voir, à appliquer la méthode du plus grand commun di- 
viseur dans la recherche des solutions communes à deux 
équations. ù 

Soient 


(1) Vie 0% Vies '0 


les équations proposées entre les inconnues x et y. Con- 
formément à ce qui a été dit au numéro précédent, nous 
admetirons que les polynômes V, et V, n’ont aucun divi- 
seur commun ; ces polynômes ayant été ordonnés par rap- 
port aux puissances décroissantes de y, supposons que le 
degré de V, par rapport à y ne soit pas inférieur au degré 
de V;,. Divisons V; par V,, et désignons par Q, le quo- 


tient, par V, le reste de la division; on aura 
V, _— V; Q: —- Vi 


Si la division n’a introduit aucun dénominateur fonction 
de x, Q, et V, seront des fonctions entières; par suite, les 
valeurs simultanées de x et de y qui annulent V, donne- 


ront 
V, — V: , 


et, en conséquence, le système proposé (1) admettra les 
mêmes solutions que le système formé des équations 


(2) 4 V= 0: Vi — 0; 


qui est évidemment plus simple. 
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Supposons, d’après cela, que l’on opère sur les poly- 
nômes V, et V,, comme s’il était question de chercher leur 
plus grand commun diviseur ; on sera conduit à une suite 
d’égalités telles que 


V, Vs Q, —+- Va; 
V: is Q: se V, 


PES — V2 Q + Vis 


Vs, V,,...,V, sont des fonctions entières de y dont les 
degrés formeront une suite décroissante, et la dernière 
fonction V, est indépendante de y. Si aucune des divi- 
sions qu'on vient d'exécuter n’a introduit de diviseurs 
fonctions de x, en sorte que Q,, Q:,...,Q, soient des 
fonctions entières de x et de y, ainsi que V;:, V,,...,V,, 
il est évident que les solutions du système (1) seront les 
mêmes que celles du système 


(3) V0; Mens 


dans lequel l’une des équations ne renferme que l'in- 
connue x, et celle-ci sera l’équation finale qui résulte de 
l'élimination de y entre les proposées. 

Mais, le plus souvent, la recherche du plus grand 
commun diviseur des polynômes V, et V, introduit des 
dénominateurs fonctions de x ; dans ce cas, les conclusions 
précédentes ne subsistent pas. Si, par exemple, la division 
de V; par V, introduit de tels dénominateurs, le quo- 


à N à ; 
tient Q, sera de la forme se N et D étant des fonctions 


entières ; on aura 
N 
V., Eau V; D + VS 
et l'égalité V, = V; n'aura plus lieu nécessairement pour 
les valeurs de æ et y qui annulent V,, parce que le dé- 
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nominateur D peut alors se réduire aussi à zéro, Toute- 
fois, on évitera les dénominateurs fonctions de x, si, avant 
de commencer la division, on multiplie le polynôme V, 


par une fonction entière X de x, convenablement choisie ; 
on aura alors 


XV, — v:Q, + Vs 


Les solutions des équations V;, —o, V, — o sont com- 
prises parmi celles des équations V, — 0, V, = 0; mais 
ces dernières admettent en outre les solutions des équa- 
tions X — 0, V, — 0; donc, quand on remplacera le sys- 
tème (7) par le système (2), on ne supprimera aucune des 
véritables solutions, mais on pourra eu introduire qui 
soient étrangères à la question. 

Il était important d'éviter ces solutions étrangères in- 
troduites par la méthode du plus grand commun diviseur. 
M. Labatie a fait connaître en 1832 un théorème que 
nous allons exposer et qui remplit cet objet de la manière 
la plus heureuse. 


Théorème de M, Labatie. 


93. Soient V, et V; deux fonctions entières de x et 
de y qui n'ont pas de diviseur commun et qui ne ren- 
ferment aucun facteur indépendant de y ; ordonnons 
Vi et V, par rapport à y et opérons sur ces polynômes 
comme s'il était question de chercher leur plus grand 
commun diviseur, en ayant soin : 1° dé multiplier cha- 
que dividende par une fonction entière de x, choisie de 
manière à éviter les dénominateurs fonctions de cette 
inconnue; 2° de débarrasser chaque reste des facteurs 
indépendants de y qu'il peut avoir, avant de le prendre 
pour diviseur. 

Soient ui, us, ..., u, les multiplicateurs ainsi em- 
ployés, Q:, Q:,..., Q, les quotienis obtenus dans les 
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divisions successives, et NVav:, Viva... ViiiPns, , des 
restes de ces divisions ; le dernier reste v, est indépen- 
dant de y, et, dans ceux qui le précèdent, vs, vas, V1 
désignent des facteurs fonctions de x seule, de manière 
que Va, Vi, V,41 ne renferment aucun facteur indé- 
pendant de y. 


Soient encore d, le plus grand commun diviseur de 





à u,u < U, Ua U 
u, et de v,, d, celui de qi et de v:, d, celui de ——— 
&i 12 
. UjUrss .« U 
et de vs.,..., d, celui de =" et de v,. 
dir 1 


Cela posé, on obtiendra toutes les solutions com- 
munes des deux équations 


(1) Vs, Vas 0, 


sans aucune solution étrangère, en prenant les solutions 
de chacun des n systèmes 


V0 ASS 0 Vi==0 NO 
(2) (n | pa , V2 = Là 9 (4 eu ge Cité On "es * 


On a les égalités 
UV = ViQ, + Vav, 
UV: = V:Q: + Vivs 
(3) Ua Va = ViQs + Vins, 


Un Vi —— x Cet mr L'ee T2 
Un Verre ot Q: + Vus 


qui seront toutes comprises dans la suivante : 


— { 
CPAS —_ Lot Q, + SE EUR 


si l’on attribue à y toutes les valeurs 1, 2,..., x et que 
l’on prenne V,,: égale à l'unité. 
Les multiplicateurs u, peuvent être choisis de ma- 
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nière que u, et P, n'aient aucun diviseur commun; par 


y 
exemple, si le plus grand commun diviseur d, de u, et de 
», nese réduit pas à l'unité, le produit V,Q, sera divi- 
sible par d,, d’après la première des égalités (3), et ce 
produit s’annulera si l’on prend pour x l’une des racines 
de l'équation d, — 0; mais le polynôme V, ne peut être 
nul, puisqu'il n’a aucun diviseur indépendant de y ; done 
il faut que Q,; s’annule, et en conséquence Q, est divi- 


sible par d,, quel que soit y. Il résulte de là, qu’au lieu 
e. 0 e Pre U; ; 
du multiplicateur w,, on aurait pu choisir . dans les ap- 
! 


plications du théorème de M. Labatie, il conviendra tou- 
jours d’adopter les multiplicateurs Îles plus simples, ce- 
pendant la démonstration que nous allons présenter ne 
suppose point que l’on ait pris cette précaution. 

Si, entre les  — 1 premières des égalités (3), on éli- 
MINÉ ANS Vs. V 


V, se trouvera exprimé par la somme des 


set il est évident que le produit 


U; Us. .. Us 
L 


polynômes V,, V,,,, multipliés chacun par une fonc- 


tion entière, et il est facile de voir que si l’on divise par 


d,d:...4d,,_, l'égalité ainsi obtenue, elle prendra la forme 
142 l—1 O 4 P 
UjUIT BEA F2 
ET GUN VC NN ER 
CREER nt 1 
G,_\ et G,_, désignant des fonctions entières, D'abord, 
pour u — 2, celte formule devient 
u (2 
Fi V, = G, V; —- Go V; A 
Î l 


et elle coïncidera avec la première des égalités (3), si l’on 
divise celle-ci par 4, et que l’on pose 


\ LÉ RUE 
(5) Got Gers 
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cette valeur de G: est entière, car, ainsi que nous l’avons 
montré plus haut, Q, est divisible par d;. D’après cela, 
pour établir la formule (4), il sufhit de montrer que si 
elle a lieu pour une valeur de u, elle subsiste encore pour 
la même valeur augmentée de :. A cet effet, muluplions 
uU 
{LL . 
la formule (4) par Piel remplaçons ensuite u,, V, par sa 
PP 
valeur tirée des égalités (3), savoir : 


L 


CP ARE \ RONA Ent GC 


si l’on pose, pour abréger, 


(6) G = Gun Qu, Gus ludo r 
(2 
Le Lu ere, 
il viendra 
RL Ep 9e 6 se v GP 
d, ds. ÊTE Fa [ d, Fr b. FE ma B—= I b+r2 d, F- 


par hypothèse, G,_, est une fonction entière; donc, à 
cause de la précédente égalité, le produit G,V,,, est 
pareïllement une fonction entière, ce qui exige que G, le 
soit aussi, puisque V, ,, n'a pas de facteurs indépendants 
de y. La formule précédente se déduit de la formule 

4 F2 
en remplaçant x par y + 1, donc notre assertion se trouve 
justifiée. En même temps, on voit que les fonctions G», 
G3s..., seront données successivement par la formule (6), 
en partant des valeurs connues de G, et de Gi. 

Le polynôme V, est lié aux fonctions V, et V,,, par 
une relation analogue à la formule (4). On a effective- 
men : : 


| Ui Us . LE PRE à À y H v Er Ecsr 
Ga dd, ARE À 4? fem Ho pe + m—2 FE at 095 nd 
H,_, et H,_, désignant des fonctions entières. Cette 
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formule se déduit de la formule (4) en changeant dans 
celle-ci V, en V, et en remplaçant la lettre G par H; 
donc le raisonnement qui a servi pour établir la for- 
mule (4) prouve que si notre nouvelle assertion s'ap- 
plique à une valeur de y, elle subsiste pour la même va- 
leur augmentée de 1. Le mème raisonnement montre 
encore que l’on a 





(8) A 
p d, 4,14, 
Or la formule (7) se réduit à une identité, pour p = 2, si 
l’on fait 
ü 
(9) H, press 0, H, —— 2 


donc elle est générale, et en partant des valeurs (9) de 
H, et de H;, la formule (8) déterminera toutes les fonc- 
üons entières H,. 

En retranchant les égalités (6) et (8) l’une de l’autre, 
après les avoir multipliées respectivement par H, et 


G,_,, on obtient 


Le 
HR 
G,H,_;—H,G, = é Vu (Gr, 2 BE TRS le 


remplaçons successivement par 2, 3,...,1x et multi- 
plions entre elles les  — 1 égalités résultantes, 1l viendra 


LE CPTEEE 2 


dd,...d, did». d 


l'on I 


0,03. ot 
G H —H,G,_,=(—1)#T"(GH — HG) 


pi m7} é 


ou, à cause des formules (5) et (9), 


Hilo, ViPaee. PR 


ms © 





mA cer NE CE ee NES - 
(10) G,H,_ I MURALE : ( 1) d, d, .… d, d,d, co FO 


Enfin, si l’on retranche les formules (4) et (7) l’une 
de l’autre, après avoir multiplié la première par H,_, 
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et la seconde par G,_,, il viendra 


/2 


HU. 


= (H,_, Vi —G,_, Vi) 


I — ] 
did... d,_; 5 fr 
\ AE 
DA (EE PE RGNEAGE, LH COM d ) 
pi — 1 


et ayant égard à la formule (10), on aura simplement 


[4 
(x1) H V,—G Visio LATE 2 





BH) 1 d, d, d, BH 12 
en particulier pour p = n + 1,0on a 
#, fa Ph 
12 HV, — GVi=(—ipt— — os —e 
(12) a V. nN:=(—"1) F1 ne 


Les formules (4), (7), (11) et (12), que nous venons de 
tirer des égalités (3), fournissent immédiatement la dé- 
monstration du théorème de M. Labatie. 





: HiUysee 5 Pix , 
En effet, les fonctions = et n’ayantau- 
d,d ...d,,; di; | 


cun diviseur commun, les formules (4) et (7) montrent 
que les valeurs de x et de y qui annulent V, et 
BT annulent nécessairement V, et V,; donc, en pre- 
RE T ( 

mier lieu, toutes les solutions des divers systèmes (2) 
sont des solutions des équations (x). 

En second lieu, si des valeurs simultanées de x et de y 
annulent V,et V,, la valeur de x annulera, d’après la 
Lui ie 26 de Pr 
Si la première de ces fonctions s’annule, les valeurs de 
x et de y que nous considérons seront des solutions 


du premier système (2); supposons généralement que 


formule (12), l’une au moins des fonctions 


[4 
A soit la première fonction qui s’annule; alors la for- 


{2 
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mule (11) montre que V doit s’annuler, et en consé- 


pH 
quence les valeurs de x et de y qui, par hypothèse, satis- 
font aux équations (1), satisferont également à celui des 
systèmes (2) qui occupe le p®”** rang. Donc : toutes les 
solutions des équations (1) satisfont à l’un au moins 
des systèmes (2), ce qui achève la démonstration du 
théorème énoncé. | 

Remarque. — Le théorème de M. Labatie donne les 
diverses solutions des équations proposées, avec le degré 
de multiplicité qui leur convient; mais cette proposition 
nouvelle ne me paraît pas avoir une importance assez 
grande pour que je m'arrête à en présenter la démonstra- 
lion. 


94. Le théorème qui précède se rapporte exclusivement 
aux solutions finies et déterminées des équations propo- 
sées. Pour avoir les systèmes de solutions déterminées 
dans lesquelles la valeur de y est infinie, il suffit d’or- 
donner les équations par rapport aux puissances décrois- 
santes de y, et de chercher le plus grand commun diviseur 
entre les coefficients du premier terme de l’une et de 
l’autre équation. On égalera ce plus grand commun divi- 
seur à zéro, et les racines de l'équation obtenue seront les 
valeurs cherchées de x. 

On procédera d’une manière semblable pour trouver 
les solutions dans lesquelles la valeur de x est infinie. 


Application de l'élimination à la transformation des 
équations. 


95. Le problème que l’on a en vue, dans la trans- 
formation des équations, peut être énoncé de la manière 
suivante : 


Étant donnée une équation f(z)— 0 du degré m, 
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dont les racines sont représentées par z;, 2:,..., 2, for- 
mer une équation F(u) = o dont chaque racine u s'ex- 
prime parune fonctionrationnelle donnéeo (Z1, CAE Z,) 


de L. racines de la proposée. 


IlLest évident que la solution de ce problème s’obtiendra 
en éliminant les quantités z,, z:,...,z, entre les pu +1 
équations 


f{z) — 0; (22) = ohne F(2,) 0 


u — 9 {(z Lire d zu )- 


En traitant la question à ce point de vue, chacune des 


racines Z1, Z2», +, Z, est considérée comme ayant m va- 


[2 
leurs différentes, et, par suite, u doit avoir en général 


ml valeurs distinctes; lPéquation finale en u sera donc 


du degré m". Il en résulte que si l’on s'impose la con- 
dition que les quantités z,, 2:,..., Z, soient distinctes, 


sauf le cas où la proposée aurait des racines égales, on 
obtiendra une transformée qui sera compliquée de solu- 
tions étrangères à la question. On peut cependant, dans 
chaque cas, diriger le calcul de l'élimination de manière 
à éviter ces solutions étrangères, mais le plus souvent il 
est préférable de résoudre le problème de la transforma- 
tion par une autre méthode qui sera exposée dans la 
Section Il. Nous nous bornerons ici à présenter deux 
exemples. 


96. Prosième 1. — Étant donnée une équation 
f(z)=0 du degré m, former une équation F{u) = 0 
dont les racines soient les sommes prises deux à deux des 
racines de la première équation. 


Désignons par z et par z, une racine quelconque de 
l'équation f (z) — 0. D’après ce qui a été dit plus haut, 
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l'équation en u sera le résultat de l'élimination de z et z, 
entre 
Sao Mado, L=estes 


ou le résultat de l'élimination de z entre les deux 
ut: ES) de à rs En à à 


Maïs ce système peut lui-même être remplacé par le sui- 
vant, 


Fa 0 fe = 710 


dans lequel la deuxième équation a pour premier membre 
le produit de deux fonctions entières, savoir : 


fu — 2) —f(:) 


U— 273 


, et u — 23. 


Il s'ensuit que l'équation finale en «, relative aux deux 
équations qui précèdent, sera le produit des deux équa- 


tions finales qui se rapportent respectivement aux deux 
systèmes 


(1) Fe) 8; PT lei | 
eL 
(3) F\EY— 0) au 21 220: 


L'équation qui résulte de l’élimination de w entre les 
équations de ce dernier système est 


44 
_ er) 
f(£)=e, 
et elle a pour racines les doubles 2 + z, z, + z,,... des 


racines de équation proposée. Comme on a 
U— 223, 


AI ET O) rt) PTE NINEPRRRE 


WT 1.2 1.2. . 17 


: 


on voit que l'équation demandée s’obtiendra par l’élimi- 
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nation de entre les deux équations 


(u— 23)" 


(3) f(2) = 0, LA FM + FREE 


Ne) 0; 
quant au degré de cette équation, on voit à priori qu'il 
doit être égal au nombre des combinaisons de m choses 
Q , 0 INUIN A 
deux à deux, c'est-à-dire égal à RAR à 4 
2 
S'il s’agit de l’équation du deuxième degré 


F(z)= 2 + pz+ q = 0, 
on aura 


Il 


2e 


f')= 224 p, F"(2) 
La deuxième des équations (3) se réduit à 
+ p 103$ 
y 
et, comme elle ne renferme pas z, elle n’est autre que 
l'équation demandée; ce résultat est évident. 
Dans le cas du troisième degré, la méthode générale 
est susceptible*de simplification. Car, soit l’équation 
f(z) = + p+gz+r=o, 
et désignons par z, z,, Z.-les trois racines. Si l’on fait 
Zi “+ Zo = 4, On aura Z = —u— p,et, par suite, 
fi—u—p)—=o; 
cette équation est précisément la transformée demandée. 
97. Prosrème Il. — Étant donnée une équation 
f(z) = 0 du degré m, former une équation F{u) = 0, 


dont les racines soient les différences deux à deux des 
racines de la proposée. 


Désignons comme précédemment par z et par z, une 
racine quelconque de l'équation f(z) = 0; l'équation en 
s’obtiendra en éliminant z et z, entre 


TNT ON IUT) HONTE Ze 2) 
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ou, en éliminant z entre les deux 
ANT) = (uit) 
Ce système peut être remplacé par le suivant : 


Ff(z)=0o, f(u+z) —/f(z) —o, 


lequel se décompose en deux autres, savoir : 


() lé) PR el PRES 


(2) fie) = 


Les systèmes de solutions du système (2) sont formés 
d’une quelconque des racines z de la proposée et d’une 
valeur nulle de u; quant aux équations (1), elles peuvent 
être écrites sous la forme 


ur"! 


u 1 
fa) —=0, f'{z) + ET (3) +... + re | 
elles donneront pour équation finale la transformée 
F{u) = o que l’on cherche, et celle-ci n’aura de racines 
nulles que si la proposée a des racines égales. 

On reconnaît à priori que le degré de l'équation de- 
mandée est égal au nombre des arrangements de m» choses 
deux à deux, c'est-à-dire égal à m{(m— 1); en outre, il 
est évident que les m1 (m — 1) racines de cette équation 
formeront des couples tels que z—z, =u,, 3, —2——u, 
de deux racines égales et de signes contraires, en sorte que 


(im — 1) 


: . m 
son premier membre sera le produit de facteurs 


de la forme u° — u?, et il ne renfermera que des puis- 
sances paires de u. L’équation F (w)— 9 s’abaissera donc 


m (m —1) 


au degré en posant u?— ; l'équation en s est 


dite l'équation aux carrés des différences des racines de 
la proposée. 
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ExemPze. — Appliquons ce qui précède à l’équation 
du troisième degré 


(1) + Pz+0z+R—o. 


Si l'on remplace z par z — x et que l’on pose (n° 62) 





P° 2P° PQ 
PEU 4 Q; SR D 
cette équation se réduira à 
(2) SIpS + 9 = 0: 


Les racines de l'équation (2) sont égales à celles de 
l'équation (1) augmentées d’une même quantité; donc, 
pour l’une et l’autre équation, l'équation aux différences 
est la même. On obtiendra celle-ci en éliminant z entre 
l'équation (2) et l’équation 
(3) 32? + Buz +(u+p)—=o. 

Le moyen le plus simple de faire cette élimination con- 
siste à retrancher les équations (2) et (3) l’une de l’autre 
2 


après avoir multiplié fa première par 3 et la seconde 
par z, ce qui donne 


(4) 3uz + (uw — 2p)z — 3q —0; 
à tirer des équations (3) et (4) les valeurs de z et z°, sa- 
VOIr : 
Pan dem 34, TES ui — pu? + 9gqu — 2p°} 
2(u? + p) G(u + p) 


et à égaler la seconde expression au carré de la première. 


Posant ensuite 
ne) 


on obtiendra l'équation aux carrés des différences deman- 
dée, qui est 


03 + Gpe?— 3p°v + (4p°+29q?) = 0. 


210 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 

Remarque. — Soit f(z) une fonction entière dé z, à 
coefficients réels ; si l’on posez =x+y#—1et que l’on 
fasse 


Fe +yV—i)=v(x, 7) +V— 14 (x, r), 


® et Ÿ étant des fonctions réelles, on aura aussi 


(a = y—i)=v(z, ÿ) — V— 14e, y). 
Cela étant, si l’on considère les équations simultanées 
p(x,r)=0, Ÿ(xy)=0, 


et que l’on élimine successivement entre elles les incon- 
nues x et y, il est évident que l'équation finale en x ne 
sera autre chose que l’équation aux demi-sommes des ra- 
cines de la proposée, tandis que l'équation finale en y sera 
l'équation aux quotients par 2V— 1 des différences des 
mêmes racines. Effectivement, les deux équations qui 
précèdent équivalent aux deux suivantes : 


f{æ+yV—r)=o, fe ya) 0, 


qui expriment que x +y V—retx — Y V—1 sont des 
racines de f (z) = o. 


Sur la recherche des diviseurs des fonctions entières 
d’une variable. 


98. Toute fonction entière f (z) d’une variable z est 
le produit de facteurs linéaires de la forme z — z;; la re- 
cherche de ces facteurs linéaires équivaut à la résolution 
de l'équation f (3) = o, car la condition pour que z — 2, 
soit un diviseur de f(z) est f (z;) — 0. Si la fonction 
f(z) est du degré m, elle admettra évidemment autant 
de diviseurs du degré p que l’on peut former de combi- 
naisons avec les m facteurs linéaires pris 4 à 1; ce nombre 
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de combinaisons est égal à 


mim—i)...(m—p+#1) 


mg © 


j IE Sr PES 7 7 


Pour trouver les diviseurs dont il s’agit, on effectuera la 
division de la fonction f (z) par un polynôme o(z) du de- 
gré , dans lequel les coefficients soient indéterminés, 
et on égalera à zéro le reste du degré g — 1 que l’on aura 
obtenu; on formera ainsi 4 équations qui serviront à 
déterminer les  coeflicients du polynôme f(z). Si l’on 
veut avoir l'équation de laquelle dépend l’un de ces coef- 
ficients, il faudra procéder à l'élimination de tous les 
autres, et l’on trouvera une équation finale dont le degré 
devra être égal à M. À chacune des M racines de cette 
équation finale correspondra un diviseur de degré y. du 
polynôme f(z), en sorte que les valeurs des coefficients 
éliminés devront être déterminés complétement par le 
moyen des équations de condition. 

Lorsqu'on au = 1 ouu— m —1,le nombre M est égal 
à m3; mais dans tout autre cas on a M > m, en sorte 
qu’en général la recherche des diviseurs d'un degré dif- 
férent de 1 ou de m—1 dépend d’une équation dont 
le degré est supérieur à celui de la proposée. 

Au lieu de procéder comme nous venons de l'indiquer, : 
on peut écrire que le polynôme donné f(z) est le produit 
de deux polynômes ®(z), d(z) des degrés u et m—w 
respectivement, et dans lesquels tous les coefficients soient 
indéterminés; on formera ainsi »2 équations de condi- 
tion entre les m coefficients indéterminés, et l’on obtien- 
dra ensuite, par l'élimination, l'équation de laquelle dé- 
pend l’un des coefficients du polynôme (2). | 

Soit le diviseur 


12 12) À LL = 9 
74 1 — Le À 118 Æ ie. A FE ne 
p(z) = 2" + oz + 22 Pb A a qu phg Eur 4e 
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il est évident que — x, est la somme de y racines de 
l'équation f(z) — 0; donc l'équation finale de laquelle 
dépend — x, coïncidera avec l’équation aux sommes des 
racines de f(z) — 0, prises m à pm. Aïnsi, en particu- 
lier, pour avoir l’équation aux sommes des racines deux 
à deux d’une équation f(z) — 0, il suffira d'exprimer que 
z°— uz + qg est un diviseur de f(z); on trouvera aïnsi 
deux équations de condition entre u et g, et par l’élimi- 
nation de g on conclura l’équation demandée. 


99. Bien que la recherche des diviseurs du deuxième 
degré d’un polynôme f'(z) dépende toujours d’une équa- 
tion de degré supérieur au degré de f(z), il existe un 
cas remarquable dans lequel cette équation s’abaïsse et 
devient ainsi plus facile à résoudre que l'équation 
f(z) = 0. Le cas dont je parle est celui où le polynôme 
f(z) est du quatrième degré. 

Soit 

f\z) =2+ PH OQz+R:t+S, 


et désignons par 
2 + pz Fg 


un diviseur de f(z). La quantité p dépendra d'une équa- 
tion du sixième degré, mais je dis que si l’on fait dispa- 
raître le deuxième terme de cette équation, le quatrième 
et le sixième disparaîtront aussi, en sorte que l'équation 
transformée ne renfermera que des puissances paires de 
la nouvelle inconnue p', et qu'elle s’abaïssera au troi- 
sième degré en posant p?= v. 

En effet, désignons par z:, Z:, 3, z, les quatre racines 
de l'équation f (z) = 0. Les six racines de l’équation en p 
seront 


RO — 2As FT 83 


D À se 7 
19 7 , 


RAT TAR ES v 07 AE CURE 
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et leur somme sera égale à — 3 (2,4 2,4 z3+ 2;), c'est- 
à-dire égale à + 3P. Pour faire disparaître le terme du 
cinquième degré dans l’équation en p, il faut donc poser 


I 
Pepe EP, 


d’où 


Les six valeurs de p' seront donc 


I 

— (— 4 — + 23 + 4), 
2 

I 

— (— 2 + 22 — 23 + LS 
2 

il x 
ere MENT De Be )s 
2 \ 

1, 

4 MIE Fr, 382$" Ptz;), 
I d \ 
co | Pan PT DT PR 7 
9 / 
j 

PA 2 + 22 — 23 — Z), 


et l’on voit que ces valeurs sont égales deux à deux et de 
signes contraires, comme nous l’avions annoncé. 

Ce qui précède conduit à une conséquence importante, 
ainsi qu'on le verra dans la suite de cet Ouvrage. 


Sur l'abaissement des équations. 


100. Une équation f (z) = 0 est susceptible d'abaisse- 
ment lorsqu'elle ne renferme que des puissances de z 
dont l’exposant est divisible par un même nombre »; 
effectivement, si le degré est désigné par mn, l'équation 
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s'abaissera au degré m en posant z"— x; nous avons vu 
aussi comment on peut toujours abaisser le degré des 
équations réciproques. Enfin, on produira l’abaissement 
d'une équation toutes les fois que l’on parviendra, par 
une voie quelconque, à décomposer son premier membre 
en deux facteurs. Cela arrivera, par exemple, si l’on sait 
que l'équation f(z) —o a des racines communes avec 
une autre équation F{z) — o, à moins qu’elle n’ait toutes 
ses racines communes avec celle-ci. 

Nous sommes ici conduit à présenter une définition 
qui a une grande importance dans l’Algèbre. 


Dérinirion. — Une fonction entière f (z) est dite irré- 
ductible, lorsqu'elle n'admet aucun diviseur rationnel. 

Une équation est dite irréductible quand son premier 
membre est une fonction irréductible. 


Mais il nous reste à expliquer ici ce que nous enten- 
dons par diviseur rationnel, et en général par quantité 
rationnelle. 

Si les coefficients de la fonction f (z) sont des nombres 
rationnels, un diviseur rationnel est simplement celui 
dans lequel tous les coefficients sont des nombres ration- 
nels. 

Pour embrasser tous les cas, supposons que les coeffi- 
cients de f (z) soient des fonctions rationnelles de quan- 
tités quelconques, qu'on regarde comme connues ; nous 
nommerons diviseur rationnel de f(z) tout diviseur, 
fonction entière de z, dont les coefficients sont des fonc- 
ions rationnelles des quantités connues. Généralement, 
toute fonction rationnelle des quantités connues sera 
dite une quantité rationnelle. Dans le cas d’une fonction 
dont les coeflicients demeurent indéterminés, les quan- 
tités connues ne sont autre chose que les coefficients 
eux-mêmes. 
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La définition qui précède s'étend d'elle-même à une 
fonction entière de plusieurs variables. 

Il faut remarquer qu’une fonction entière ou une équa- 
tion peut être réductible ou irréductible, suivant la nature 
des quantités regardées comme connues. Par exemple, l’é- 
quation z°— 2 — o est irréductible, tant qu’on ne regarde 
comme quantités connues que les nombres rationnels; 
mais si parmi ces quantités on fait figurer les racines car- 
rées des nombres rationnels, l'équation se réduira, car son 
premier membre se décomposera dans les deux facteurs 


z— V2 et z+ V2. 

Tuéorèue. — 97 f(z)—0 est une équation irréduc- 
tible, F(z) une fonction rationnelle, et que l’équation 
F(z) = 0 admette une racine z,-de f(z) — 0, elle ad- 


mettra aussi toutes Les autres. 


Soit, en effet, 





et Ÿ désignant des fonctions entières; la racine z; sera, 
par hypothèse, commune aux équations 

PER 07 DIT O4 
et cela exige que le polynôme v (2) soit divisible par f(z), 
car autrement il y aurait un diviseur commun à ces poly- 
nômes, et l'équation f(z) — 0 ne serait pas irréductible. 
Soit donc 


4 (2) = f(z) s (2), 


on aura 





et, par conséquent, l'équation F'(z) = o admettra toutes 
les racines de f (z) = o. 


101. TL est quelquefois possible d’abaisser une équation 
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dont deux racines sont liées entre elles par une relation 
donnée, et la voie de l'élimination peut être employée à 
cet effet. 

Soit effectivement 


(1) f(z)—=0 
une équation du degré m, dont z, z:,..., z,_, désignent 
les m racines, et supposons que l’on ait entre deux de ces 
racines la relation 

p(z: a)—0, 
dans laquelle o désigne une fonction entière, On pourra 
éliminer z, entre cette équation et l’équation 


fa) 100 
et l’on obtiendra ainsi l'équation finale en z, 
(2) F (z) = O. 


Si l’équation proposée est irréductible, la fonction 
F (z) sera divisible par f(z) d’après le théorème du 
n° 100, et l’équation précédente ne sera d'aucun usage. 
Mais si l’équation proposée est réductible, il pourra 
arriver que quelques-unes des racines de l'équation (1) 
n’appartiennent point à l'équation (2); dans ce cas, les 
polynômes f (z) et F (z) auront un plus grand commun 
diviseur d(z) différent de f(z}, et l’on pourra en con- 
séquence décomposer la fonction f(z) en deux facteurs 
l’un et l’autre rationnels, dans le sens qui a été indiqué 
au numéro précédent. 

Supposons, par exemple, que l’équation 


Fa =x0 


ait deux racines z et z, dont la somme soit égale à une 
quantité donnée a. On cherchera le plus grand commun 
diviseur Ÿ(z) des polynômes f(z) et f(a—z), et on 
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décomposera ainsi f(z) en deux facteurs. S'il n’y a que 
deux racines z et z, qui soient liées par la relation 
z + z, = a, le polynôme Ÿ (z) sera évidemment du se- 
cond degré; il sera d’un degré supérieur à 2, s’il existe 
plusieurs couples de racines telles, que la somme des 
racines de chaque couple soit égale à a; enfin il sera du 
premier degré, si l'équation proposée a une racine égale 


nos x : k : 
à a,et qu'il n'existe point de couples de racines dont la 


somme soit égale à a. Le plus grand commun diviseur 
entre f (z) et f (a — z) peut être égal à l’un ou à l’autre 
de ces polynômes, et cela arrivera nécessairement si la 
fonction f(z) est irréductible; dans ce cas, l'équation 
proposée ne change pas quand on change z en a— 7, et je 
dis qu’elle est susceptible d’abaissement. En effet, posons 


Va 
Z— — HU 
DA 


et 


On aura 


donc l'équation transformée 
F (u) 00 


ne changera pas par le changement de u en — u. Si l’on 
supprime les racines nulles que cette équation peut avoir, 
elle ne renfermera plus que des puissances paires de u et 
on l’abaissera en posant u? — v. 

Le cas d'une équation f(z) — o dont deux racines sont 
liées par la relation zz, — à donne lieu à une discus- 
sion toute semblable. 


Il ne sera pas inutile de présenter en terminant 
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l'exemple d’une équation irréductible dont deux racines 
soient liées entre elles par une relation simple. L'équa- 


tion 
f(z)=À<+z—23—1—=0, 


à , à ar 
qui a pour racines les doubles des cosinus des arcs mr? 


4 
AR ÈGr 


“—; —, est dans ce cas; z, z, et z, désignant les trois 
racines, On a 

— 1 I 

1+2z Z } 


et si l’on forme les expressions de f{(z:), f(z2:), on 
trouvera 


Fa) = — 





I I 


res ASE Fa) = -f(2). 


PA 


Nous nous sommes borné au cas où l’on a une relation 
entre deux racines de l’équation proposée. Si l’on avait, 
entre p racines, . étant >> 2, la relation 


? (2 CHERE à Zy 1) — 0) 


on pourrait éliminer ue —1 racines en faisant intervenir 
U—I des Le équations 


fab 0° f(a) = 04347. (a, 90: 


et il en résulterait diverses équations finales qui auraient 
nécessairement des racines communes avec la proposée. 
Mais, comme dans le cas particulier que nous avons exa- 
miné précédemment, ces équations ne seront d'aucun 
usage si l'équation proposée est irréductible. 
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CHAPITRE V. 


PROPRIÉTÉS DES RACINES DE L'UNITÉ. 


Propriétés des racines de l ‘équation binôme z"= x. 
Des racines primitives et de leur nombre. 


102. Nous compléterons la théorie générale contenue 
dans les deux Chapitres précédents, en exposant ici les 
propriétés des racines de l'unité dont nous ferons un 
fréquent usage dans la suite de cet Ouvrage. 


Taéorëme Ï. — Les racines communes à deux équa- 
tions binômes, telles que 


pee VAR Lg A 
1 , . 9 » . 
sont également racines de L équation 
Des La 


où 0 désigne le plus grand commun diviseur des nom- 
bres m'et n. 


Supposons. en effet, que l’on ait à la fois 
PP : > q 
REA CE QE 


soit m >n, et désignons par g le quotient, par r le 
reste de la division de m par n, en sorte que m=— nq + r; 
on aura 


DONNER TAVOUrC OT GREAT: 
Mais, à cause de &"— 1, on a aussi 4*7— 1; donc 
HITS 


D'où l’on conclut que si r, r', r/,..., 0 sont les restes 
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auxquels conduit la recherche du plus grand commun 
diviseur des entiers m et nr, on aura 


! 
Fr M 
X > [6 COMRE—N, : 1,6 Cu Ï;, 


el, par conséquent, toute racine commune, &, aux deux 
équations proposées, est aussi racine de 
Os =: 
Il est évident d’ailleurs que, réciproquement, les racines 
de cette dernière équation appartiennent aux deux équa- 
tions proposées. 
On peut aussi démontrer le précédent théorème en dé- 


terminant le plus grand commun diviseur des binômes 
z"— 1,2"— 1 (n° 47); on reconnaît immédiatement que 
ce plus grand commun diviseur est z°— 1. 

Il résulte de là que si m2 et n sont premiers entre eux, 
les deux équations 

RESTOS VERTE 

n’ont d'autre racine commune que l'unité, et que, si m2 
est un nombre premier, l'équation 


BUELT 


n'a de racine commune autre que l'unité, avec aucune 
équation de mème forme et de degré moindre. 


THÉéoREME Il. — Si x désigne une racine quelconque 
de L ‘équation binôme 
EE LE, 
toute puissance de à sera aussi racine de la méme équa- 
tion. 
L'équation 
QUE Ï 
entraine, en effet, 


PL =n 4 ou (oi }" = 14 
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“et, par conséquent, tous les termes de la série 
122 42 at 0 F 


sont racines de l'équation proposée. 
À cause de &"— 1, on a aussi 


mi — A2 — 492 : 
DIRE ASE = W'aute 9 


d'où il suit que la série précédente contient au plus, 
comme cela doit être, m quantités distinctes, savoir : 


2 3 m—\ m 
Œy Es L'ye se y s X OU ï:ï. 


Lorsque m est un nombre premier et que & n’est pas égal 
à l'unité, les m termes de la série précédente sont diffé- 
rents; car si l’on avait, par exemple, 


œn+n/ _ cn! À 
n' ei 7 + n'étant inférieurs à mn, on aurait, en divisant 
par &”, 
PAR 
ce qui ne peut être, puisque l'équation z”— 1 n’a aucune 
racine commune autre que l’unité avec z"— 1. Il en ré- 


sulie cette proposition : 


Taéorème III. — $S m est un nombre premier, et 
que à soït une racine quelconque de l'équation 


7 —— 
pl 22e 4 


autre que l'unité, les m racines de cette équation seront 
représentées par 
FAR a". 


HR RM A pe ne pd 


Cette proposition n’a plus lieu quand m1 est un nombre 
composé, et qu’on prend pour + une racine quelconque de 


m — . 
ai 


mais elle aura lieu évidemment, d’après ce qui précède, 


222 COURS D ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


si l’on prend pour & une racine qui n'appartienne en 
même temps à aucune équation z— 1 de degré n infé- 
rieur à M. ; 
Cela posé, nous appellerons racines primitives de l'é- 

quation binôme 

ae] 
celles des racines de cette équation qui n’appartiennent 
à aucune équation de degré moindre et de même forme, 
telle que 

ile 
Si m est premier, toute racine de z”—1, autre que 1, 
est une racine primitive; et, dans tous les cas, chaque 
racine primitive jouit de la propriété de pouvoir donner 
toutes les racines par ses diverses puissances. 


103. Nous allons démontrer actuellement qu'il existe 
des racines primitives pour toute équation binôme, de 
degré non premier, et nous déterminerons en même 
temps le nombre de ces racines. 

Considérons d’abord le cas où le degré de l’équation 
binôme 


Zi 
est une puissance d’un nombre premier p, et soit 
ALES THE 


toute racine non primitive de l'équation 


où 8 désigne un diviseur de p": mais tout diviseur de p", 


autre que p“ lui-même, doit diviser p“'; donc les ra- 
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cines de l’équation précédente, et, par suite, toutes les 
racines non primitives de la proposée, doivent appartenir 
à l'équation 


* D'ailleurs toutes les racines de cette dernière appartien- 
nent évidemment à la proposée; le nombre des racines 


non primitives de celle-ci est donc p“", et, par consé- 
quent, celui des racines primitives est 


‘en! QUEUE ou pli 2), ou mie). 


Nous allons faire connaître la manière dont sont for- 
mées les racines primitives de l'équation 


(1) ze! =" 
Soient 6, une racine quelconque de l'équation 
BPsENr 
6, une racine quelconque de 
28 6, 
6, une racine quelconque de 
ZHENGS, 


et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on obtienne une dernière 


équation 


2P—6, ;, 


dont nous désignerons par 6, une racine quelconque. Si 
l’on fait 


(2) a —6,6,...6, ,6,, 


cette expression de & aura p" valeurs, puisque 6, a p va- 
leurs, qu'à chacune d’elles correspondent p valeurs de 
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62, etc., et elle donnera précisément les p# racines de 
l'équation (1). 

On voit d'abord que les valeurs de «& satisfont à l’équa- 
tion (1},carona 


= 


BR dE p? pi pl? # 
CE dut els dr En! cAuB LE 6, nt | 


el par suite, 


PNR TT 


Il suffit donc de démontrer que les p“* valeurs de « sont 
distinctes. Supposons que deux de ces valeurs soient 
égales entre elles, que l’on ait, par exemple, 


f ! 


(3) 6,66, MGUUre 1eme eines 


Bi ; 


pi y) 
en élevant cette égalité à la puissance p, et se rappelant 
que 


re 6x ur tte 6, 86, 


JP LEPERRRE 1P 
6° — 1, 6. oc Ga —6,_;) 
on aura 
de] ’] ! l 
(5) GEbne Can NT 


Des égalités (3) et (5) on ire 

6,, = se : 
en opérant sur l'égalité (5) comme nous venons de faire 
sur l'égalité (3), on obtiendra 


GiLs ee 6x, : 


et, en continuant ainsi, on arrivera à celte conséquence: 
que l'égalité (3) ne peut éxister à moïns que les quantités 
CREME 6, ne soient respectivement égales aux quan- 
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tité SG gba cos 6. D'où il suit que la formule (2) don- 
nera effectivement toutes les racines de l’équation (1). 

Cherchons maintenant quelles sont celles de cés ra- 
cines qui sont primitives. Comme nous l'avons déjà re- 
marqué, les racines non primitives de l’équation (1) sont 
celles qui satisfont à l'équation 


2 == 
Supposons donc que l’on ait 


(6:6:63. : 6 Ou EE — 1; 


en supprimant les facteurs égaux à l'unité, cette équation 
se réduit à | 


(6) AT 


Mais des égalités (4) on déduit 


Red. fer M 
NEA PE ent Te 


I 
7% 
Ï 
od 
Ge 


par suite, l’équation (6) exige que 
Gr: 


Par où l’on voit que la valeur de & donnée par la for- 
mule (2) sera une racine primitive ou non primitive de 
l'équation (1), suivant que 6, sera différent de sr ou égal 
à I. 

De ce qui précède on peut conclure la proposition sui- 


vante : 


Taéonème IV. — La résolution de l’équation binôme 
z" — 1, dont le degré m est une puissance p d’un nom- 
bre premier p, se ramène à déterminer une racine 6, 
autre que l'unité de l'équation 2? — 1, une racine 6: 
quelconque de l'équation z' = 6,, puis une racine quel- 
conque 6, de z? = 6,, etc. 

I. 15 
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Car on aura, par ce moyen, une racine primitive de 
l'équation proposée, laquelle donnera toutes les autres 
par ses diverses puissances. 


104. Considérons maintenant le cas général où le 
degré m de l’équation binôme 
(1) spl À | 


est un nombre composé quelconque; décomposons ce 
nombre en ses facteurs premiers, et soit 


A 


I EL DS UT 
Ps 9».., r désignant des nombres premiers quelconques 
inégaux. 
Ecrivons les équations 


(2) 2 — 1, um —1,..., NP 


désignons par 6 une racine quelconque de la première, 
par y une racine quelconque de la seconde, etc., par d 
une racine quelconque de la dernière, et posons 

(3) x = 6%. 0x 

Cette expression de à à rn valeurs, puisque 6, y,..,,0 ont 
respectivement p“, q’....,r" valeurs; je dis que ce sont 
précisément les m racines de l’équation (1). 


Il est d’abord évident que la précédente valeur de « 
satisfait à l'équation (1), car on à 


. y Ê1 
GPA d'u." = 4 Pa M ae J''METTS 


et, par suite, 


GOSSES RME jé 
d’où 


Il reste à prouver que les » valeurs de « sont différentes. 
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Supposons que deux de ces valeurs soient égales, que l’on 
ait, par exemple, | 
6! 7. ) :0! — 677”. $ .d”; 


comme les quantités 6’, y',..., d' ne sont pas toutes égales 


respectivement à 6”, y”,..., 9”, admettons que 6/ diffère 
À 


, , ET = 2 sŸ . , 
de6”, et élevons l'égalité précédente à la puissance gr”, 


on aura 
ne! nor ect En / 
Éoy AGO) = (60% NA , 
el, en supprimant les facteurs égaux à 1, 
e!q NS «æ? ASS — eng hrs 
2? 
mais ©’ et 6” étant deux racines distinctes de l'équation 
zP"—=1, elles peuvent s'exprimer par deux puissances 
d’une même racine primitive 6; posons donc 
6! — gun. 6! — 6", 


n'et n étant 7 p“. Alors la dernière égalité deviendra 
2 


» 


Etn+n!)q? . À — eng. . 
ou, simplement, 
En ON eee 


em LL 


d’où il suit que 6 est une racine commune aux deux 
équations 


8 désignant le plus grand commun diviseur à p” et 
ng'.…..r”". Mais ce plus grand commun diviseur 0 est, au 
plus, égal à 2, et, par suite, il est inférieur à p!; done 6 


ne serait pas, comme nous l'avons supposé, une racine 


. ce b. 
primitive de 27 —1. 


OX 
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On voit par là que la formule (3) donnera bien les m 
racines de l'équation (1). 

Cela posé, Je dis que si 6, y,..., d désignent des 
racines primitives de celles des équations (2) auxquelles 
elles appartiennent respectivement, la valeur de « donnée 
par la formule (3) sera une racine primitive de l’équa- 


tion (1). 
Si, en effet, le contraire a lieu, « satisfera à une équa- 
tion 
2 — 1, 


dont le degré 8 sera un diviseur de m, et il y aura au moins 
un facteur premier, parmi ceux de m, qui entrera dans 0 
un moins grand nombre de fois que dans m : supposons 
que le facteur premier p soit dans ce cas, 0 divisera 


Dig TA et, par suite, & sera racine de l’équation 


(4) 


on aura donc 


HA 9 À 
q et 


CARO AN ET 


/ 


Mais 
1 À 
Y —t.:., ET, 
donc 
gpl ge …)— 7] ; 

d'où il suit que 6 est racine de l'équation (4); or elle l’est 
aussi de la première des équations (2); d'ailleurs, le plus 
grand commun diviseur entre les degrés de ces deux équa- 


tions est p“-!; donc 6 est racine de l’équation 


Ut 
zP RS Qi 


mais cela est contre l'hypothèse, puisque 6 représente une 
racine primitive de la première des équations (2). 

Il résulte de là que si l’on ne prend pour 6, y..., 0 
que des racines primitives de la première, de la se- 


SECTION I, — CHAPITRE V. 229 


conde, etc., de la dernière des équations (2), la for- 
mule (3) ne donnera que des racines primitives pour 
l'équation (1). Il est d’ailleurs facile de voir que si 6, ou 
Y,..., ou À n’est pas une racine primitive de celle des 
équations (2) à laquelle elle appartient, la valeur de @ 
donnée par la formule (3) ne sera pas non plus une ra- 
cine primitive de l’équation (1). Supposons, en effet, 
que 6 ne soit pas une racine primitive de gr — 1; on 
aura alors 
PT — à, TRE LA, ae ge (2 

et, par suite, 


y | 
... 


(67... 2)" 9 


I; 


ce qui monire que æ ou 67... 0 satisfait à une équation 
binôme de degré inférieur à #1. 

On peut conclure de ce qui précède le nombre des ra- 
cines primitives de l’équation (1). En effet, le nombre des 
racines primitives 6 est, comme on l’a vu précédemment, 


p* (—) ; celui des racines primitives y est de même 


| I ; Dr Lee 
q° (a: ; etc.; donc le nombre des racines primitives 
q 


a de l’équation (r) est 


si I À I 
MON grrr E ra 2 BE CASE 
‘c$) k (: ( s) (: c): 

1\ / 1\ é L 
mli—-}{i—-}...{r—-). 

ERA AU 


On peut aussi énoncer la proposition suivante : 


ou 


Tuéorème V. — La résolution de l'équation binôme 
Bt OLE MTL est un nombre composé quelconque, se 
ramène à la résolution des équations de méme forme, 
et qui ont respectivement pour degrés les nombres pre- 
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miers ou puissances de nombres premiers qui divisent le 
nombie m. 


105. L'expression du nombre des racines primitives de 
Péquation z"—1,que nous avons obtenue, est précisément 
celle du nombre © (m) qui indique combien il y a de nom- 
bres premiers à m et non supérieurs à 1. Au reste, quand 
on admet l’existenée d’une racine primitive «, il est facile 
d'établir que le nombre total de ces racines est o(m). 

Soit e un entier inférieur à m3; si e est premier à m, 
«° sera racine primitive de z"=— 1; en effet, si le contraire 
avait lieu, on aurait 


(RE OM EeTr, 


- L2 ne Li . L 
n étant <[ m, ce qui exige que — soit entier, puisque « est 
mt 


racine primitive; cette conséquence est inadmissible, car 
e est premier à n, et n est inférieur au même nombre. 


- e. e em 
Si e et m1 ont un diviseur commun 8, 7 sera un mul- 


tiple de m, et l’on aura 


È 


donc a&° sera racine de l'équation z ° —1, et, par suite, elle 
n’est pas racine primitive de la proposée. 


106. Soient «, 6, y,..., w les m racines de l'équation 
Vos 4 BA 


Si r désigne une racine primitive de la même équation, 
les mêmes racines pourront être représentées par 


, x 2 13 M—1 sm . 
Pas Tr SR RAT Et re Qt AS 


on aura donc, en représentant par : un nombre positif 
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quelconque, 


1—7r"" 
QU + GE pr D OU, 


tar l. 


Le second membre de cette formule est nul si y n’est 
pas divisible par m; on a donc, dans cette hypothèse, 
a+, + wo; 


a 


si au contraire p. est divisible par », chacune des puis- 


sances a”, 6,..., w! est égale à 1, et, par suite, 
a+ GE... How! —m. 


Ainsi, on aura en particulier 


D Ohred Her de me jh a dires + © = O, 
OO NS cons doeen ra + = 0, 
A ee ss tr Se D eur nee alle ete eustatte ele: , 
ani æ = Gi + TS Sad, cute Ær 1 Pas 0, 
an + 6 + Dé ies OR T  OE + w° = m 


Rappelons enfin que les racines de l’équation 7" — 1 
peuvent être exprimées par le moyen des fonctions cir- 
culaires. Effectivement, si l’on désigne par 27 la circon- 
férence dont le rayon est 1, et que l’on fasse 

2T 
P= 
les m racines de l'équation proposée seront données par 
la formule 
Z — COSuy + isinpy, 


où il suffira d'attribuer à px m valeurs entières consé- 
cutives, 
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107. L'équation binôme plus générale 


ne a 
se ramènera à la forme 
Nr, 
si lon pose 
ti FO 
J& ees=# "4 Va ” 


Ya désignant l’une quelconque des quantités qui ont a 
pour puissance me, 

On peut démontrer, à l’égard de ces extractions de 
racines m°”*, un théorème tout semblable à celui qui 
concerne les racines m°"°* de l’unité, lorsque m est un 
nombre composé. 

Supposons d’abord que m soit le produit de deux nom- 
bres premiers entre eux p et q : on aura 


Î 


Va = ar; 
or on peut toujours trouver deux entiers £ et v (n° 13) 
tels, que l’on ait 
pé+qv—=i1;, 
puisque p et q sont premiers entre eux : on aura donc 


p£+aqu PP 
mi — LA Lx je Fe #4 SCORE (D }reaS 
Va aid — al. a = Va. Va. 


Ainsi l'extraction d'une racine de degré pq se ramène 
toujours, lorsque p et g sont premiers entre eux, à l’ex- 
traction de deux racines, l’une du degré p, l’autre du 
degré gq. 


On a, par exemple, quel que soit a, 


Va= Va \/° 
ANA". L 


Et, en général, si 
HIS NE Ty 
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Ps Q»+.., r désignant des nombres quelconques premiers 
entre eux, deux à deux, on pourra écrire 


PU PITE 4) 7 TIRE ST 
Va—VYa;.Va... Va, 
formule dans laquelle £, v,..., w sont des nombres entiers 
positifs ou négatifs. 


Application de la méthode d’abaissement des équations 
réciproques à l’équation binôme. 
108. Soit l'équation 
(1) ZE DETO 
si m est un nombre impair 24 +1, et que l’on divise 
l'équation (1) par z — 1; il viendra 
(2) DRE RRT EH. ++ z+1=0; 
on pourra transformer cetle équation (2) (n° 61) en 


une autre du degré x, en la divisant par z”, et en posant 
ensuite 


I 
Du mn LE A À 
Z 
l'équation (2), divisée par z", devient 
Vi + V 


ARE VO Dm De À A et ML 


en faisant, comme au n° 61, 


nous représenterons par Ü, son premier membre, en sorte 


que l’on aura 
(3) D der RUN 1. 


Lorsque le degré m est un nombre pair 2n, l’équa- 
tion (1) se décompose dans les deux suivantes : 


Bee 20 2 NEO); 
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la seconde se ramène à la première en changeant z en 
— Z, lorsque 7 est impair; mais si z est un nombre pair 
2u, on pourra lui donner la forme 


I 
SU. = 0j 
z" 


I . 
et, en posant z + - — x, elle deviendra ve = 0. 


Ainsi l'équation (1) peut toujours se ramener à des 
équations telles que 


(4) V,=0; U — 0, 


dont les premiers membres sont des fonctions entières de x 
du degré pu. 

Chacune de ces équations a ses x racines réelles, En 
effet, les modules des racines des équations 


QU HI 


SE | “hi van À 
A ele Pi D — —= 0 
PRE 1 


sont égaux à l’unité; soit donc coso + isino l’expression 
générale des racines de l’une de ces équations, les racines 
de l'équation (4) correspondante seront 


(cosy + isiny) + (coso + isiny) 7 — 2 cos 0. 


On a vu au n° 61 que les trois fonctions V,, V,_,, V,_, 
sont liées par la relation 


(5) V, TX VE WT LE 


qui peut servir à former successivement les polynômes 
V:, Vs,..., en partant des valeurs 


(6) Vo DEV ERT. 


ILexiste une relation pareille entre les trois fonctions U,, 
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U,_1, U,_; en effet, si l’on ajoute les égalités 
VEN — V4, 
VE nr), —1V,., 


V = CAF Fe Vo , 
il viendra, en ayant égard aux formules (6), 


(7) A EURO AUS 


et cette formule permettra de calculer successivement les 
polynômes U,, U;,..., en partant des valeurs 


{8) Ur, U=z+r. 
109. Si l’on pose 

(1) 3 — COSY + isiny, 

on aura 
i 

(2) D'E 2) 4e 2 COST ; 
I 

62) | Va 2 + -#2c0979; 
Z 


29 1) 
changeons © en 9, et désignons par xl), V, ce que 
deviennent alors x et V,, on aura 


a+ 


+8 


: Cuir 8 
v® ge V, sin 72 5 


Sin /? 








2 
æ(1) = - Frac 5 Gi. 10 D + 
ee on ne ARE En 


æ) 





“ 
n°2 


Si l’on fait tendre o, vers +, le second membre de cette 


RS: sin 9 ’ 
formule tendra vers la limite nr ——": d’ailleurs x) — x 
5 


ny 
tendaut vers zéro, le premier membre a pour limite la 
dérivée V, du polynôme V, ; on a done 


sin 
(4) AN APE 
£ sin 





/ 
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ou 


° p Lis A ! : à 
Si l’on désigne de même par V,! ce que devient V, 
quand on change ® en ®,, on aura 





sin?e, Sin 
1(x ! à re ATEN . 
y! LT es ñ sin vw, sin 
FA CRT 2$in9, Sin® COS, — COS 


le second membre de cette formule est égal à lPex- 








pression 
: one ; ne 
sin(rz +1)? ? iniñ 1)" 
2 2 
+ l'uS 1e: OC lien p 
sin vaut ; FPS LEA 
2 2 
: Pi — > + 
sin (7 — 1) + sin (retraites 
22 FA} 
SE ° 
ARE dt : Te 
AMEL HER À AFS VEUT 
2 2 


72 
4 sin y sin w, 
limite ©, il tend vers la limite 


multipliée par » et quand +, tend vers la 


n(r+i)sin(r —1)o —n(n—1)sin (rx +1) 





? 














4 sin*v 
ou 
ñn cosy Sin n° 
_— — À &4 AD MT 7 COS7270; 
2 sIno Sin 2. SIn* 


si donc on désigne par V” la deuxième dérivée du poly- 
nôme V,, on aura 
__Æ cosy Sin 72 ® n° 


(5) Ve — mn COS 7 p+ 
F 2 Sin°o Sing 2 Sin” 
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à sin 7 
Si l’on remplace, dans cette formule (5), cosnc et - 





sin 
par les valeurs tirées des formules (3) et (4), qu'on mette 


ensuite 


DIS 


au lieu de cos®, il viendra 


(6) (æ —4)V + zV — RE V,—o); 


cette équation remarquable permet de former facilement 
l'expression générale du polynôme V,. 

_ Effectivement, on reconnaît immédiatement par les 
formules (5) et (6) du n° 108 que V, est un polynôme du 
degré 7 dont le premier terme a pour coeflicient l'unité, 
et qui ne renferme que des puissances de + dont les expo- 
sants sont pairs Où impairs, suivant que 7 est pair ou 
impair. On peut donc poser 

RDS A tre. # HA ps APR + AA +, 


le premier coeflicient A, étant égal à 1: 
On üre de là 


Vo= RÂya TT +... + (ar — 2p) VAE HR Ne ETES 
Vi n(n—1)A xt t+..,+(n— 2p+2)(r—2p+1)A, a"? 
+(n— 2p)(n— 2p —1)A at PE + ..., 
et, en substituant dans l'équation (6) les valeurs de V,, 
V’, et V,, le coefficient de x"-°? sera 
(n— 2p)(r—2p—1)|A,—4{(n—2p+2)(r—92p+1)A, 
+ (7 — 2p) 
— h° 
ou 
— fp(r—p)A)—4{(r—2p+2)(r — 2p+1)A,; 
mais ce coefficient doit être nul, on a donc 
n— 2p +2)(r — 2p +1 
AE) p +2) P bu ep 
p(r—p) 


Cette relation conduit aisément à l'expression générale 


? “ 
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de À,,; car, le coefficient À, de x" étant égal à 1, on a 


RE (2—2p+2)(x —2p+1) 











; pin —p) sr 
(a — 2p + A)(n— 2p +3) 
Apa Di U TUNER DE Ap2) 
(p—i)r—p+1) 
(n— 2}(n — 3 
Aie 7 # hr ) a, 
2.(nr— 2) 
A. No (7 — 1) 
1.(72 — 1) 


En mulupliant toutes ces égalités et supprimant les fac- 
teurs communs, il vient 





LL; 
Ds PUS 2 4 Vu 





A (pr PP RP AA ae 
d T. 


la valeur de V, est donc 


n(n—3) ms 2 (0 4) (im 











VE 2 APE CPE. 
1.2 fra 
(7) | ot ORPI Ke mm | 


On peut obtenir de diverses manières l'expression du 
polynôme V, que nous venons de former; la méthode que 
nous avons adoptée ici a l'avantage de pouvoir être em- 
ployée utilement dans un assez grand nombre de questions 
analogues. 


On tire de la formule (5) 


= RAS 
(By Lybie Tien MATIERE PEER 
LE I 12 
et si l’on remplace dans les formules (7) et (8) x, V, 
V', par les valeurs tirées des formules (2), (3), (4), on 
; sin A 
sbtiendra les valeurs de cosn9 et de Hs ? exprimées par 
® £ 
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des fonctions entières de cos, savoir : 











COSr qi. 20005" 0— 247 # 72C05" 7 @ += 274 At “bad. cos" —... 
La 
(9) | | 
D mm (r—p — 2j aper le 
LE MS DR à 
et 
Sin 72 1 ani. n—3 ur ps 
Cr 02 7 COST 9 Lo COS" 
se Le 
(10) à 1! 275 (ze 3) \ 7 4) cos" vw 
352 
ze (—1)P arr RERpn) (a Ris HhpVars2p) COSTRETRRE 
; 1,230) 


Enfin, en changeant © en = = ©, dans les formules (9) 


et (10), on en obtiendra deux autres qui feront connaître, 





: ‘ ù sinzo . 
en fonction rationnelle de sing, cos2® et si 2 est 
COS 9 





2 COS 72 
pair, 


et sin 7? ® si 72 est impair. 
05 


L'expression du polynôme V, conduit facilement à 
celle de Ü,. Effectivement, nous avons trouvé 


2 EE LS 
zn 
# Via : 
710 I L. 
3 —— 
3 


en effectuant la division, il vient 
T 
dE. V' — gi + g—3 Le gs = 
rép" 4 
on aura aussi, en changeant n en n + i, 


; ! 


R+i "+ 





=2 + TELE, ., 
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et en ajoutant, 


X 





AS | 
æ ane LU RS ES 
72 I 


c'est-à-dire 
I Ï 
U= V + —V'; 
ARE n+1 RU 





on aura donc, par la formule (8), 











/ Be ne 
| U, Se NE mi ME 2 at 
1 I 
“ rares) nt Fa (2 DRE ES 
( ) 1.2 PR 
11)4 
Le 1j mA Se PERS 
19 tn 
(R7n—p—1)...(7 —2p) 
EE RS 
do es 


Démonstration d’une propriété remarquable dé P? équa- 
gP —] 





tion — 0, où p désigne un nombre premuer. 


AE 


4 


110. Lorsque p est un nombre premier, l’équation 


g— 7 





6 
Del 

est irréductible. Cette importante propriété est utile dans 

un grand nombre de questions, et nous nous proposons 

de l’établir ici. La démonstration que nous allons pré- 

senter est due à Eiïsenstein; elle repose sur les deux 

lemmes suivants : 


Lemme I. — $; une fonction entière X de x à coeffi- 
cients entiers est décomposable en deux facteurs ra- 
tionnels X,, X,, de manière que l’on aït 


XX, 
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tous les coefficients des polynômes X; et X, seront entiers, 
ou, s'üs ne le sont pas, on pourra trouver deux entiers 


: m 
met n tels, que tous les coeflicients des polynômes —X, et 
7 7/0 PO mat 
n , | 
— X, soient entiers. 
m 
Supposons, en eflet, que les coeflicients des poly- 
nômes X, et X, ne soient pas tous entiers. Réduisons les 
termes de chaque polynôme au même dénominateur, 
puis désignons par D,, D, les deux dénominateurs obte- 
nus, et par & un nombre premier quelconque; on pourra 
écrire 
x P, œ —+- Q, x P,« —+- Q: 
Le = ———— ; 
i D, 2 D, 
P,« ou P,« désignant, dans le numérateur de X, ou X,, 
la somme des termes divisibles par &, tandis que Q, ou 
P ; I 2 
désigne la somme des termes non divisibles par «; on 


aura, d'après cela, 


x — P,P;œ+ (P,Q;+ P:Q,) 2 + Q:Q: 
D, D, 

Supposons maintenant que & soit l’un des facteurs 
premiers de D, ; X étant entier, il faut que Q:Q, soit di- 
visible par &; cela exige que l’un des polynômes Q, et Q; 
se réduise à zéro; car, autrement, le premier terme du 
produit Q; Q:, supposé ordonné, serait divisible par «, 
ce qui est impossible, puisque aucun des termes de Q, et 
de Q, n’est divisible par &. D'ailleurs Q, n’est pas nul, 
car on peut admettre que la fraction qui représente la 
valeur de X, soit réduite à sa plus simple expression; 
donc il faut que Q, soit nul. 

On peut conclure de là que si les fonctions X, et X, ne 
sont pas entières relativement aux coefficients, el qu'on 


réduise les termes de chacune de ces fonctions au même 
Fe 16 
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dénominateur, tout facteur premier «& qui se trouve au 
dénominateur de l’une des fonctions se trouve au numé- 
rateur de l’autre. En supprimant ce facteur «, on obtient 
deux nouvelles fonctions qui ont encore pour produit X, 
et auxquelles on peut appliquer le même raisonnement ; 
et ainsi de suite. Il résulte évidemment de là qu’on peut 
trouver deux entiers m et n tels, que tous les coefficients 


m nñ : . 
des polynômes — X, et — X, soient entiers, et la fonc- 
71 m 


tion X, qui a pour valeur 
m n 
€ nt pe > Er X5; 
n m 


sera décomposée en deux facteurs ayant pour coefficients 
des nombres entiers. 


Lemme IL. — S: dans un polynôme X de degré quel- 
conque, le terme le plus élevé en x a pour coefficient 
l’unité, que tous les autres coefhcients soient des entiers 
divisibles par un nombre premier p, et enfin que le terme 
indépendant de x soit égal à Æ p, l'équation 


X — 0 
sera irréductible. 


En effet, si cette équation n’est pas irréductible, on 
aura 


Les (xh+axt+..+a, x+a,) (æ°+ Dix” +...+b, æ+ b.) ) 


Ays Anse 30 Ds,. . . étant des coefficients entiers et y, v 
étant des exposants entiers égaux ou supérieurs à 1 dont 
la somme u + y est égale au degré de X. Le dernier terme 
de X étant égal à Hp, on a a, b,— + p; en outre, 
comme p est premier, l’un des nombres as b, doit être 


égal à +1 et l’autre à Æ p; nous supposerons 


a,= Hi, bic. 
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On a identiquement, par hypothèse, 


X 2" + py(x) 
ou 


(at +... + aix 1) (a'+...+ bssxctep) — Mt py(x), 


x (x) étant un polynôme à coefficients entiers; on peut 
supprimer le terme Æ p dans le second facteur du pre- 
mier membre, et il vient alors 


(xt +... + a TE 1) (æ” JT b,_,2 # b,_,x) = a FPA (æ); 


X1(x) étant un polynôme à coefficients entiers. Le 
terme le moins élevé en x, dans le premier membre, 
est + b __ x; donc il faut que b soit divisible par p ; 

y—1" 0 y — 1 


1 
on peut alors supprimer le terme b, _ x dans le second 


facteur du premier membre; il vient alors 
(xt +... + FR A (æ +... + Le) Th DAT). 


En continuant ce raisonnement, on voit que tous les 
coefficients B,, b,,..., b, sont divisibles par p, et l’on a, 
en conséquence, 


Gags, a. sis st pr (p), 


%, (x) étant encore un polynôme à coefficients entiers. Or 


cela est impossible, puisque le coefficient de x” dans le 
premier membre de la formule précédente est égal à Æ 1; 


donc l'équation | 
Xe 0 
est irréductible. 


THÉORÈME. — L’'équation 


ZP— 7 





: 10; 
Z — I 


où p désigne un nombre premier, est irréductible. 
16. 
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En effet, posons z — x + 1; l’équation que nous con- 
sidérons deviendra | 


(x Hi) —1 
—— —0o 
X 
ou 
CM m0 225 ME AS PORN -t- is Le TZ +p—oO. 


Cette équation en x est irréductible, d’après le lemme 
qui précède; donc la proposée est elle-mème irréductible. | 

Les deux lemmes démontrés plus haut suffisent pour 
établir le théorème plus général que voici : 


Si P est un nombre premuer et que {. soit un entier 
quelconque, l'équation 


est trréductible. 
En effet, posons z — x +1; on aura 


= 2 +i+py(x),..., Pa? LT + PANz) Te. 


PACE ra AT étant des polynômes à coeflicients 


entiers. On aura donc aussi 


fe + ir) = (D + py(zx), 


les coefhicients de y(x) étant entiers. On a d’ailleurs, 
DOUT 2, 


SEP; 


donc, d’après le lemme If, l'équation f(x +1) = 0 est 
irréductible; par suite, la proposée f (z) — o est elle- 
même irréductible. 
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CHAPITRE VI. 


DE LA SÉPARATION DES RACINES DES ÉQUATIONS 
NUMÉRIQUES. 


De la resolution numérique des équations. 


111. La résolution numérique des équations, dont nous 
allons nous occuper, comprend deux problèmes distincts, 
savoir : la séparation des racines et le calcul numerique 
de ces racines. Les propositions que nous développerons 
dans ce Chapitre se rapportent exclusivement au premier 
des deux problèmes dont nous venons de parler. 

On dit qu'une racine réelle d’une équation est sé- 
parée, lorsque l’on connaït deux nombres qui la com- 
prennent et qui ne comprennent entre eux aucune autre 
racine. Quant aux racines imaginaires, leur séparation 
sera effectuée lorsque, conformément aux idées qui ont 
été développées dans le Chapitre ILE, on sera parvenu à 
renfermer chacune d'elles dans un contour fermé qui 
n’embrasse aucune autre racine. La définition qui pré- 
cède ne suppose pas que les diverses racines soient sim- 
ples; cependant, dans le cas des racines multiples, la sé- 
paration n’est complète que si le degré de multiplicité de 
chaque racine est déterminé. Au surplus, cette remarque 
n’a qu'une médiocre importance au point de vue des ap- 
plications; car la résolution d’une équation qui a des 
racines multiples se ramène toujours (n° 50) à celle 
d’une ou de plusieurs équations qui n’ont que des racines 
simples. 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours 
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les polynômes que nous aurons à considérer ordonnés 
par rapport aux puissances décroissantes de la variable. 
En outre, il ne sera question que d'équations à coefh- 
cients réels, à moins que nous n’avertissions du con- 
traire. 


Limites des racines réelles d’une équation 
à coefficients réels. 


112. Le procédé général que nous avons fait connaître 
au n° 46 pour obtenir une limite supérieure et une limite 
inférieure des modules des racines, donne en particu- 
lier des limites des racines réelles. Maïs, quand on ne 
considère que ces dernières, on peut obtenir souvent des 
limites plus resserrées, 

Soit 
J(æ) = À, an + A et EH A a + An + An 


une fonction entière de la variable x, dans laquelle les 
coefficients soient des quantités réelles données, et pro- 
posons-nous de trouver une limite supérieure des racines 
positives de l’équation 


Ja 0, 


c’est-à-dire une quantité supérieure à la plus grande ra- 
cine positive. 

Le coeflicient À, étant supposé positif, si tous les coef- 
ficients qui suivent sont positifs, l'équation n'aura point 
de racines positives ; soit donc À, le premier des coefh- 
cients négatifs, et désignons par À la valeur absolue de 
celui de ces coeflicients négatifs qui a la plus grande va- 
leur absolue. Comme la quantité 

DER T 


— À ———— + A (ar + a, Hz +1) 
LT îI 
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est identiquement nulle, on peut l’ajouter à l'expression 
de f(x) et celle-ci devient alors 


A 
A, mot Le (x RE, r) LE x. 


0 


fx) = 


de A, a"! ati CRM Ana i+i 
HN ( 
+ (A+ Aa +... H(A+ A,_)x + (A + A,). 
Cette formule montre que l’on a f(x) >o, pour 
toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition 


n— À 
#% (TEE 
0 


et, par suite, pour toutes les valeurs de x, telles que 
oi V 
æ—1}) È 
raie tm 
On üre de là, si n —1, 
À 
rer lite 


et si 72 est supérieur à I, 
n/ A 
T>I+ +: 
As 


Pi À n / A tic 
la quantité 1 + Fe ou 1 + & est donc une limite su- 
0 0 

périeure des racines positives. 

Pour avoir une limite inférieure des racines posi- 
‘ ur I ; » . À 
tives, on changera x en -— et l’on déterminera comme pré- 

TL 


cédemment une limite supérieure des racines positives 
de l’équation transformée. Enfin, pour avoir des limites 
des racines négatives, il suffira de changer x en — xet 
de chercher des limites pour les racines positives de Ja 
transformée. 


113. La méthode précédente se résame, comme on Île 
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voit, par une règle uniforme qui est applicable dans 
tous les cas; mais cette règle fournit souvent des limites 
fort éloignées des racines extrèmes; aussi le procédé sui- 
vant doit-il être employé de préférence. 

Supposons d'abord que le premier membre de léqua- 
tion proposée f(x) —0o se compose d’un ou de plu- 
sieurs termes positifs suivis de termes tous négatifs, et 
soit 2 le degré du dernier terme positif ; on pourra écrire 


fer) yte)=e [1 OT, 


x" x" 
p(x) et Y(æx) désignant des polynômes dans lesquels tous 
les coefficients sont positifs. Par hypothèse, la première 
des fonctions 





ne renferme que des puissances positives de x, et il n’y 
a, dans la seconde, que des puissances négatives. La pre- 
mière de ces fonctions est donc croissante avec x, tandis 
que la seconde est décroissante. Il résulte de là que si 
l'inégalité 


f(z)> 0 


est satisfaite pour une valeur de x, elle le sera aussi pour 
les valeurs plus grandes. Par conséquent, pour avoir une 
limite supérieure des racines positives, il suflira de substi- 
tuer à æ une série de nombres croissants, à partir de 
zéro, et le premier de ces nombres qui donnera un ré- 
sultat positif sera la limite cherchée. 

Maintenant, considérons: une équation quelconque 
f(x) = 0; le premier terme que nous supposons positif 
peut être suivi d'un ou de plusieurs autres termes posi- 
fs; réunissons à ces termes tous ceux qui sont négatifs 
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pour en composer un polynôme F{x); on aura 
(x) =F(x)+ g(x), 


o(x) ne renfermant que des termes positifs et F(x) étant 
une fonction du genre que nous venons de considérer 
plus haut. Il suffira évidemment, pour remplir l’objet 
demandé, de chercher une valeur de x qui rende F{x) 
positive, ce à quoi l'on parviendra en substituant à x, 
dans F(x), une série de valeurs croissantes à partir de 
Zéro. 

On peut encore arriver au résultat cherché, en parta- 
geant le premier membre de l'équation proposée en di- 
vers groupes, formés chacun d’un ou de plusieurs termes 
positifs suivis de termes négatifs de degrés moindres, et 
en cherchant une valeur de x qui rende positifs les po- 
Iynômes contenus dans ces différents groupes. 

Nous n’avons eu ici en vue que la recherche d’une 
limite supérieure des racines positives; mais; d’après ce 
qui a été dit au numéro précédent, c’est à ce problème 
que se ramène la détermination des autres limites. 

Exempze. — Considérons l’équation 


25 — fai + 924% + 362? — 928x — 147 — 0. 
On peut décomposer le premier membre dans les deux 
parties suivantes 
zi(x — 45), 722 + 362 — 928x — 147. 


Pour x — 45, la première partie est nulle, et la deuxième 
partie est évidemment positive; donc 45 est une limite 
supérieure des racines positives de l'équation proposée. 
La méthode du n° 112 donnerait 929 pour limite. 


I . , 
En changeant x en -; on obtient la transformée 
L 


1— 4x + 724 + 36 — 928x! — 147x$ — 0; 
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le premier membre de cette équation, changé de signe, 
peut être décomposé dans les deux parties 


147 2° + 926% — 36x— 2x, 45x —1, 


. . . I L «“ e. [2 
qui sont positives toutes deux pour x — 3? d'où il ré- 


sulte que 3 est une limite inférieure des racines positives 
de la proposée. 


Si l’on change x en — x dans la proposée et dans la 


, Ï + T4 . 
transformée en —; on obtient deux nouvelles équations 
L 


dont les premiers membres peuvent s’écrire comme il 
suit : 

x(xt + 45at + 72x — 36x — 928) + 147, 

2 (1472? — 928x — 36) + 72 x? + 45zx +1; 


le premier polynôme est positif pour x = ou > 3, et le 
second pour x = ou >> 7. 

Il résulte de là que les racines positives de l’équation 
proposée sont comprises entre 3 et 45, et que les racines 


» . LI 
négatives le sont entre — 5 et — 3. 


114. Méruone De Newron. — Cette méthode, dont 
l'emploi offre souvent quelque avantage, repose sur la 
proposition suivante. 


Soient 


f(x), F'(x);..., f(x) 


la suite formée par une fonction entière du degré m 
et ses dérivées successives. Si pour une valeur à attri- 
buée à x, ces fonctions sont positives, elles le seront 
aussi pour toute valeur a + h de x supérieure à a. 


Il suffit évidemment de considérer la première fonetion 
f(x), et la proposition énoncée résulte immédiatement 
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de l'égalité 
l? h” 


Eve) UT RNA) 


f(a+h)=/f(a)+ 2 F'{a)+ 


tous les termes du second membre étant par hypothèse 
positifs, on a 


fila+h)>o. 


Il suit évidemment de là que l’équation f(x) =o na 
aucune racine supérieure à @. 

D’après cette proposition, pour avoir une limite supé- 
rieure des racines de l'équation f(x) = 0, on formera la 
suite _ 


fx), Se), F'(æ),..., F(æ). 


On déterminera un nombre x, qui rende f(x) po- 
sitive, ce qui est facile, puisque cette fonction est du pre- 
mier degré. Si aucune des fonctions qui précèdent f(x) 
n'est négalive pour x = x,, on pourra prendre x, pour 
la limite cherchée. Si, au contraire, en remontant la 
suite que nous considérons, on rencontre une fonction 
qui soit négative pour æ — To, On prendra une valeur x, 
supérieure à x, qui rende la même fonction positive. 
Pareïllement, si, pour cette valeur x, l’une des fonctions 

qui précèdent celle dont nous venons de parler est né- 
_gative, on prendra une valeur x, > x, pour laquelle la 
même fonction soit positive, et ainsi de suite. On arrivera 
infailliblement par ce procédé à une valeur de x pour 
laquelle la fonction f(x) sera positive ainsi que toutes 
ses dérivées : cette valeur sera la limite cherchée. 

Après ce qui a été dit au n° 112, il est presque superflu 
d’ajouter que la méthode précédente peut être appliquée 
à la recherche de la limite inférieure des racines posi- 
üves, ainsi qu'à celle des limites des racines négatives. 

Exemrze. — Reprenons l'équation qui a été considérée 
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au numéro précédent. On a 


Fr) = a — 5x + qaxs + 36x° — 928x — 147, 
J'(x) 





Ï 


5x — 1802 + 216x° + 72x — 928, 











1 
. ee — 102 — 270x? + 216x + 36, 
f Le onde, SU 
11253 
fe) 
PEN AA TR LE 


La valeur x — 9 annule f'"{x), mais toute valeur supé- 
rieure rend cette fonction positive; la dérivée précédente, 
f(x), est positive pour x —18, mais la même valeur 
rend f(x) négative. Cette dernière fonction devient 
positive pour x — 27, et f'(x), qui est alors négative, 
devient positive pour x — 36. La valeur x = 36 rend 
f(x) négative, mais f(x) devient positif pour x = 44. 
On peut donc prendre 44 pour limite supérieure des ra- 
cines positives. 





Théorème relatif aux résultats de la substitution 
de deux nombres quelconques à l’inconnue. 


115. Tuéorime. — Soient f (x) — o une équation à 
coefficients réels, x, et X deux quantités réelles quelcon- 
ques. Le nombre des racines de l'équation f (x) =0o 
comprises entre les quantités x, et X est pair ou impair 
suivant que les résultats f (xs), f (X), obtenus en sub- 
stituant x, et X à x dans le polynôme f(x), sont de 
méme signe ou de signes contraires; zéro est regardé 
comme un nombre pair. En particulier, si f(x) et 
J (X) sont de signes contraires, l'équation f (x) = 0 a 
au moins une racine comprise entre Xo et X. 
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En effet, supposons le polynôme f (x) décomposé en 
facteurs linéaires. Nous savons que si, parmi ces facteurs, 


il y en a p égaux à x—(p+qV—1) il yen a aussi w 
qui sont égaux à æ —(p—q4w—1); le produit de ces 
24 facteurs est la puissance de degré x du polynôme 
(x — p)° + q° lequel reste positif pour toutes les valeurs 
de x. Si donc.on désigne par F (x) le produit de tous 
les facteurs linéaires imaginaires de f(x), on aura 


P(x]=F(z)(r—%)(x — 2x,).. (rx — x), 
F'(x) restant toujours positif. On a, d’après cela, 


bre Error :T: To TZ To En, 


NS AN Ne KR X Nri 


F(x) 
F(X) 
To — 2, 
X — z, 
cine Ty, est comprise entre x, et X. Donc la valeur de 
F (2) 
FX) 
f(x) = 0 a un nombre pair ou un nombre impair de ra- 
cines comprises entre x, et X. Dans le premier cas, 
f (x) et f (X) sont de même signe; dans le deuxième 
cas, ces quantités sont de signes contraires. 











le premier facteur 





est positif, et l’un des facteurs 


suivants tels que ne peut être négatif que si la ra- 





est positive ou négative, suivant que l'équation 


Corozzarre |. — Toute équation de degré impair & 
au moins une racine réelle de signe contraire à son 
dernier terme. | 


On suppose, dans cet énoncé, que le premier terme de 
l'équation proposée f (x) — o a un coefficient positif. Si 
le dernier terme de cette équation est négatif et que l’on 
nomme X une limite supérieure des racines positives de 
l'équation f(x) — 0, les résultats f(X), f(0) seront de 
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signes contraires; il y a donc une racine positive, et s'il 
y en a plusieurs, elles sont en nombre impair. Si le der- 
nier terme de l'équation f(x) = o est positif, on chan- 
gera x en — x, et la transformée étant écrite de manière 
que son premier terme ait un coeflicient positif, le der- 
nier terme sera négatif ; on rentre dans le premier cas. 


CoroLLaAIRrE II. — 7'oute équation de degré pair dont 
le dernier terme est négatif a au moins une racine post- 
tive et au moins une racine négative. 


On suppose encore ici que le premier terme de l’équa- 
tion proposée f (x) — o ait un coefhicient positif. Si l’on 
nomme X une limite supérieure des racines positives de 
l'équation f (x) —0, les quantités f (X), f (0) seront de 
signes contraires, donc l’équation a un nombre impair 
de racines positives, et par conséquent elle en a au moins 
une. Ce raisonnement s'applique aussi à l'équation 
f(—zx)—=o; donc la proposée f(x) — o a un nombre 
impair de racines négatives. 


Théorème de Descartes. 


116. On dit que deux termes consécutifs d’une fonction 
entière f (x) à coeflicients réels offrent une variation, 
quand ils ont des signes contraires ; deux termes consé- 
cutifs qui ont le même signe offrent une permanence. 
Cela posé, l’importante proposition connue sous le nom 
de théorème de Descartes repose sur le lemme suivant. 


Lemme. — Si f(x) désigne une fonction entière et 
que a soit une quantité positive, le nombre des varia- 
tions contenues dans le produit (x — a) f (x) surpas- 
sera d'une unité au moins, et toujours d’un nombre 
impair, le nombre des variations de f (x). 


En eflet, ordonnons Îa fonction f (x) par rapport aux 
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puissances décroissantes de x et posons 


PE Y=NPean +.) — (Pam...) + (Pam +...) ... 
+ (—) ar (Pan +...) 


en écrivant entre parenthèses tous les termes consécutifs 
qui ont le même signe; le nombre des variations de f (x) 
est évidemment égal à n. Multiplions f (x) par x — a, 
et écrivons d’abord le produit par x, il viendra 


2 f(x)=(Porttt +.) — (Pam) + (Piarett +)... 
+ (— 1)" (P, rat +. + «)- 


Pour déduire de ce résultat la valeur du produit 
(x — a) f(x), il faut lui ajouter — a f(x). Or, je dis 
qu'après cette addition les signes des termes dont les de- 
grés sont respectivement mn +1, Ml, MatHi,..., 
m, + 1 seront restés les mêmes. Cela est évident pour le 
premier de ces termes, puisque le produit — a f(x) 
n'est que du degré m. Quant au terme du degré m, +1, 
il pourra être modifié, parce que — a f(x) peut ren- 
fermer un terme du même degré; maïs ce terme, s'il 
existe, est le produit par — a du dernier des termes con- 
tenus dans la première parenthèse de f (x), et, par con- 
séquent, il est négatif; donc le signe du terme de degré 
m, + 1 dans x f(x) ne sera pas changé. Pareillement, si 
— af (x) peut donner un terme du degré m, +1, ce 
terme est nécessairement le produit par — à du dernier 
des termes contenus dans la deuxième parenthèse de 
f(x), etil a le signe +, comme le terme semblable du 
produit x f(x). Il est évident que le même raisonne- 
ment s'applique à ceux des termes suivants que nous con- 
sidérons. Mais le dernier terme de — a f (x) est de signe 
contraire au terme de degré m, + 1 qui figure dans x f (x), 
et il ne peut se réduire avec aucun de ceux contenus 
dans ce produit. Donc, dans le produit (x —a)f (x), 
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les termes dont les degrés sont m +1, m1, +1,ma +1, 
m,—+1 et le dernier terme auront alternativement les 
signes + et —; il y a par conséquent au moins 7 + 1 va- 
riations dans ce produit. Il peut y en avoir davantage; 
mais comme, en passant d’un signe + à un signe — ou 
inversement, on rencontre nécessairement un nombre 
impair de variations, il est évident que si le produit 
(x—a)f(x) a plus de ñn+ 71 variations, il en aura 
2k+ n +1, 2% désignant un nombre pair. 


117. Le lemme que nous venons d'établir nous donne 
immédiatement le théorème de Descartes, qui consiste 
dans la proposition suivante : 


Taéorëme. — Dans une équation quelconque, le nom- 
bre des racines positives ne peut pas surpasser le nombre 
des variations du premier membre ; et quand il est 
moindre, la différence est toujours un nombre pair. 


En effet, soit f(x) — o l'équation proposée. Décom- 
posons le polynôme f(x) en ses facteurs linéaires; dési- 
gnons par F(x) le produit des facteurs qui répondent 
aux racines imaginaires ou négatives, et soient @y, Gosse, 
a, les racines positives. On aura 


fix)=F(x)(x—a;)(x —a)...(x— a, ). 


L'équation F (x) — o n'ayant pas de racines posi- 
tives, le premier et le dernier terme de F (x) sont de 
même signe, et en conséquence le nombre des variations 
de ce polynôme est un nombre pair 24 qui peut se réduire 
à zéro. 

Le polynôme F (x) ayant 24 variations, le produit 
F(x)(x—a,) en aura 24, +71, d’après la proposition 
précédente, k, étant égal ou supérieur à 4. Pareillement, 
le produit F (x) (x — a;)(x— a:) aura 24, + 2 varia- 
tions, et ainsi de suite, de manière que le dernier pro- 
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duit, qui est égal à f(x), aura 24,+ y variations, k, étant 
un entier positif ou nul. 


CorozLaire. — Dans une équation quelconque, le 
nombre des racines négatives ne peut pas surpasser le 
nombre des variations de l’équation transformée en 


— x, et quand il est moindre la différence est toujours 
un nombre pair. 


118. Le théorème de Descartes a pour complément la 


proposition suivante, qui n'en est au surplus qu’une 
conséquence. 


Taéorème. — $S: une équation a toutes ses racines 
réelles, le nombre des racines positives est égal au nom- 
bre des variations, et le nombre des racines négatives 


est égal au nombre des variations de la transformée 
enr tt Li 


Considérons les différences entre le degré de chaque 
terme d’une équation de degré m et le degré du terme 
suivant. Parmi ces différences, il peut y en avoir qui 
soient des nombres impairs : je les désignerai par 


D Aus ls 2 kr soie 3 2h, +1; 
quant aux différences qui sont égales à des nombres pairs, 
je distinguerai celles qui répondent à deux termes de 


signes contraires de celles qui se rapportent à deux termes 
de même signe. Je désignerai les premières par 


2 fi 2,202. 2,402, 2, 
tandis que les autres seront représentées par 
2815 23e. 28P° 


Comme il y a p + v + p différences, le nombre des 
termes de l’équation est égal à u + v + p+i,et il est 
L 17 
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évident qu'il manque à celle-ci, pour qu’elle soit com- 
plète, un nombre de termes qui sera égal à 28 + y — p, 
si l’on fait, pour abréger, 


S= (A+ ht A) + (lt ++ 4) (est gas 


En ajoutant le nombre des termes contenus dans l'é- 
quation proposée avec le nombre de ceux qui lui man- 
quent pour qu’elle soit complète, on aura évidemment 
une somme égale à m +1; donc 


(1) mu + 21 + 28. 


Désignons maintenant par V le nombre des variations 
de l'équation proposée, par V' le nombre des variations 
de la transformée en — x, et cherchons la valeur de 
V + V'. Considérons d’abord deux termes consécutifs 
dans lesquels la différence des degrés soit un nombre im- 
pair 2k +13 il est clair que si ces deux termes offrent 
une variation dans la proposée, ils présenteront une per- 
manence dans la transformée en — x, et inversement; 
donc, les deux termes ne donnent qu'une unité dans 
V + V', et comme il y a, par hypothèse, 1 couples de 
termes du même genre, ces termes fourniront x unités 
à la somme V + V'. Considérons en second lieu deux 
termes consécutifs de signes contraires et dans lesquels 
la différence des degrés soit un nombre pair 2h + 2; ces 
deux termes donnent une variation dans la transformée 
aussi bien que dans la proposée, et comme il y a v cou- 
ples de pareils termes, ils apporteront 2y unités dans la 
somme V + V', Enfin, si l’on considère deux termes de 
même signe et dans lesquels la différence des degrés soit un 
nombre pair 2£, ces termes ne donneront aucune varia- 
tion dans la transformée en — x et ils ne fourniront 
rien à la somme V + V’, On a donc, d'après cela, 


(2) V+V'=u + 2, 
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et par conséquent la formule (1) peut s’écrire 
(a) m—NVN+V' +28. 


Si l’on désigne par P le nombre des racines positives de 
l'équation, par P’le nombre des racines négatives et ‘par 
21 le nombre des racines imaginaires, on aura aussi 


(4) m—=P+P'+o1]; 
et la comparaison des formules {3) et (4) donnera 
(5) 21—(V—P)+(V'—P') +28. 


Si l'équation proposée a toutes ses racines réelles, est 
nul; d’ailleurs aucun des nombres V —P, V'-—P' ne 
peut être négatif; donc on a, non-seulement 


(6) PV) DE RVT, 
mais encore 


(7) S — 0. 


Les formules (6) démontrent la proposition énoncée ; 
la formule (5) nous fait connaître en outre une limite du 
nombre des racines imaginaires. On en tire effectivement 


LPEGUIAT A0 


d’où il résulte qu’une équation a toujours des racines 
imaginaires lorsqu'il manque plus d’un terme entre deux 
termes de signes contraires, et lorsqu'il manque même un 
seul terme entre deux termes de même signe. 


CorozLaire Î. — 97 une équation à toutes ses racines 
réelles et positives, l'équation est complète et elle ne 
présente que des variations. 


Car le nombre des variations doit être égal au degré m 
de l’équation, et celle-ci renferme en conséquence m1 +1 
termes. 


17. 
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CorozLaiRE Il. — S7 l'équation f(x) — 0 «a toutes 
ses racines réelles et que a soit une quantité positive, le 
produit (x — a) f (x) ne renferme qu'une variation de 


plus que f(x). 


Car, dans chacune des équations 
fa) GE 2) (Re 0: 
le nombre des racines positives est égal au nombre des 
variations du premier membre. La deuxième équation 


ayant une seule racine positive de plus que la première, 
elle a aussi une seule variation de plus que celle-ci. 


419. Le théorème de Descartes conduit encore à une 
autre proposition sur laquelle nous croyons devoir ap- 
peler l’attention, parce qu’elle est le point de départ de 
recherches nouvelles dont nous aurons à parler ensuite. 
Cette proposition est la suivante : 


Taéorëme. — Soient f(x) —o une équation du 
degré m dont les m racines sont réelles, et f'(x), 
J'(x),.…., f"(x) les m dérivées successives du polynôme 
f(x). Si, dans la suite des m + 1 fonctions 

f(x), F'(x)s (x)... f(x) 

on substitue successivement deux quantités réelles quel- 
conques « et 6 >> a, et st, après chaque substitution, on 
compte les variations de signes que présente la suite 
des résultats, le nombre des variations perdues en pas- 
sant de x = a à x = 6 sera précisément égal au nombre 
des racines de l’équation f(x) —0o comprises entre à 
et 6. 


En effet, posons successivement x=x'+a et 
x —x'+6. Le nombre des racines de la proposée qui 
sont supérieures à & sera égal au nombre des racines po- 
sitives de la transformée f(x’ +) —o, et, en consé- 
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quence, égal au nombre des variations du polynôme 
f(x'+ «), puisque toutes les racines sont supposées 
réelles. Pareillement le nombre des racines de la pro- 
posée qui sont supérieures à 6 sera égal au nombre des 
racines positives de f(x’ + 6) — o, et, par suite, égal au 
nombre des variations de f(x'+ 6). D'où il suit que 
l'équation f(x) —o a précisément autant de racines 
comprises entre « et 6 qu'il y a d'unités dans l’excès du 
nombre des variations de f (x'+ x) sur le nombre des 
variations de f (x'+ 6). Mais on a 
x"? am 


SE + = (a) +" (e) LP (0) LE ++ fr (a) 


er Se a 
1.2 1.2... 7 


donc l'excès dont nous venons de parler est égal à la 
différence entre le nombre des variations que présente la 
suite | 

f(x); à (x), Ve CM tr 
pour x = *, et le nombre des variations que présente la 
même suite pour x — 6. 


Théorème de Budan. 


120. La proposition précédente cesse d’être exacte, 
lorsque l’équation f(x) — o n’a pas toutes ses racines 
réelles. Mais, en cherchant à en modifier l'énoncé de ma- 
nière à embrasser tous les cas, Budan est parvenu à 
un théorème remarquable que nous allons exposer après 
avoir établi préalablement un lemme fort important sur 


lequel nous aurons à nous appuyer. 


Lemme. — Si f(x) désigne une fonction entière 
de x ayant pour dérivée f'(x), et que l’on fasse 
croître x de — à +, chaque fois que le rap- 
f(x) 
F'(x) 


négative à une valeur positive. 





port s'annulera, il passera toujours d’une valeur 
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Eu effet, soit a une valeur de x pour laquelle f(x) 
s’annule. Si m est le degré de cette fonction et que l’on 
représente par f’(x), f'(x),..., f"(x) ses dérivées suc- 
cessives, on aura 


f(a+ u) = f(a) HP (a) ++ fa) +: 
y le 
ON Nr (a), 
/ VISE 8 L ur" n 
f'{a+u) =/f'(a) + à SE RQ à (a) +... 
arts ee 


1.2... (mt —1) 


comme il peut arriver que la valeur x — «a annule f'(x) 
et quelques-unes des dérivées suivantes, je désignerai 
généralement par f(x) la première de ces dérivées qui 
ne s’annulent pas pour x — a. Alors, en divisant l’une 
par l’autre les deux équations précédentes, on aura 


» nr L 
fa+u) _u 7 (EE EE je 
f'(a+u) on say a GG pen fn (a) 


n...{(m—1) 
. . . . (24 
la fraction qui multiplie dans le second membre, a 


pour limite l’unité quand w tend vers zéro; donc, pour 
des valeurs de u positives ou négatives dont le module est 
suffisamment petit, les quantités 


fa +u) 


ue ———— 
f'(a+u) 
seront de même signe; il résulte de là que si À désigne 
une quantité positive suffisamment petite, et que l’on 
fasse croître u de — } à + h, le rapport 
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d’abord négatif, s'annulera en même temps que « et de- 
viendra ensuite positif. 


CorozLaIRE. — Si le polynôme f(x) et ses n—1 
premières dérivées s’annulent pour x = a, et que h dé- 
sisne une quantité positive suffisamment petite, la suite 
des n +1 fonclions 


! s 
JS); (x); f(x)... f(x) 
présentera n variations pour x = a— h, et elle n'offrira 
que des permanences pour x = a + h. 
En effet, deux fonctions consécutives de cette suite sont 


de signes contraires pour x — a — hk, et elles sont de 
même signe pour X = a + h. 


191. Tnéonème DE Bunan. — Étant donnée une 
équation quelconque f(x) — o de degré m, si dans les 
m +1 fonctions 
(1) Fizhs (x), (rh, f(x) 
on substitue deux quantités réelles quelconques « et 
6 «, et si, après chaque substitution, on compte les 
variations de signe que présente la suite des résultats, le 
nombre des racines de f(x) — 0 comprises entre & et 6 
ne peut jamais surpasser celui des variations perdues 
de x= «a à x —6, et, quand il est moindre, la diffé- 
rence est toujours un nombre pair (*). 

En effet, quand on fait croître x d’une manière con- 
tinue de « à 6, la suite des signes des fonctions (1) ne peut 


(*) Ce théorème est souvent attribué à Fourier, qui l'avait sans aucun 
doute rencontré dans ses recherches; mais la priorité appartient réelle- 
ment à Budan qui communiqua en 1811 à l’Académie des Sciences la 
démonstration complète du théorème. L’énoncé que nous adoptons ne 
diffère que dans la forme de celui donné par Budan, et il est tel que 
Fourier l’a présenté dans son Analyse des équations, publiée après sa mort, 
en 1831, par les soins de Navier. 
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éprouver de modifications qu’à l'instant où x atteint et 
dépasse une valeur qui annule quelqu’une de ces fonc- 
tions; supposons donc que, pour x —4a, une ou plu- 
sieurs des fonctions (1) s'annulent. Parmi ces fonctions qui 
s’annulent, pour x — a, il peut y en avoir plusieurs 
qui soient consécutives ; soient donc généralement 


G) 0 fe JL see 
n fonctions consécutives qui s’annulent pour x = 4, le 
nombre #7 pouvant se réduire à l’unité. L'indice y peut 


ètre zéro, auquel cas f* (x) représente la fonction f(x); 
mais le dernier indice u + 7 — 1 ne peut être égal à m, 
car la fonction f" (x) est une constante différente de zéro. 

Cela posé, considérons la portion de la suite (1) qui 


comprend les fonctions (2) et la fonction suivante, 
savoir : 


(3)< f(x), FF (ah PARTIS), PM) 
d’après le corollaire du lemme qui précède, si À désigne 
une quantité positive suffisamment petite, les +1 
fonctions de la suite (3) offriront # variations pour 
x—a— h, tandis qu'elles ne présenteront que des per- 
manences pour x = a + h. Appliquons successivement 
ce résultat aux cas de u — 0 et de p > 0. 

Dans le cas de w — 0, on peut dire que : si les n pre- 
miers termes de la suite (1) s'annulent pour x = a, 
c'est-à-dire si l'équation f(x) — o a n racines égales 
à a, la portion de la suite (1) qui embrasse les n +1 
premiers termes perd n variations, quand on passe 
dex=a—kh à x=a+th. 

Dans le cas de u >> 0, joïignons aux fonctions (3) celle 


qui les précède dans la suite (1), on aura les 7 + 2 fonc- 
tions 


FE), Je AE Mehaeue TR 
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Si z est un nombre pair 24, l'équation f(x) —0 a 2% 
racines égales à a, ct, en conséquence, f(x) ne change 
pas de signe, quand x varie de a— h à a+ h; d’ailleurs 
J"—"(x) conserve aussi le même signe ; donc la suite (4) 
perdra 24 variations quand on passera dea—hàa+h. 
Si, au contraire, » est un nombre impair 2k + 1, l’équa- 
tion f#(x) —0o a 2k +1 racines égales à a, et f(x) 
change de signe quand x varie de a—h à a+h; 
comme f#—" (x) conserve le même signe, il s'ensuit que 
la suite des deux fonctions f#—"(x), f“{(x) perdra ou 
gagnera une variation dans le passage de a—hà a+h, 
et, par conséquent, la suite (4) perdra dans ce cas 
(2k4+ 1) Hr, c’est-à-dire 24 ou 2k + 2 variations. On 
peut donc dire que : si n termes consécutifs de la suite (1), 
ne comprenant pas le premier terme, s’annulent pour 
x—=a, la portion de la suite (1) qui embrasse ces n 
termes avec celui qui les précède et celui qui les suit 
perd un nombre pair de variations, quand on passe 
de a—h à a+h; ce nombre de variations perdues 
peut se réduire à zéro quand n = 1; mais, pour n > 1, 
il est positif. 

Il résulte de là que, x croissant de x à 6, chaque fois 
que cette variable atteint et dépasse une valeur a qui 
annule quelques-unes des fonctions (1), cette suite perd 
y+2k variations, À étant un entier positif ou nul, et le 
nombre y, qui peut aussi se réduire à zéro, étant préci- 
sément égal au nombre des racines de l'équation f(x) — o 
qui sont égales à a. Si donc N désigne le nombre total des 
racines réelles égales ou inégales comprises entre « et 6, 
le nombre des variations perdues en passant de x = « 
à x = 6 sera égal à N ou égal à N augmenté d'un nombre 
pair. 


CorozLaire — 594 / ’équation f(x) —0 a N racines 
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comprises entre « et 6, et que la suite (1) perde N + 2K 
variations dans le passage de x = a à x —6, l’équa- 
tion a au moins 2K racines imaginaires. 


En effet, désignons par N, le nombre des racines com- 
prises entre — w et «, par N' celui des racines comprises 
entre 6 et +. Soient aussi Nç+2K,, N'+2K' les 
nombres de variations perdues dans la suite (1) quand on 
passe de x = — © à x =a et de x=6à x —=+o.ll 
est évident que pour x —— la suite (1) présente m 
variations, tandis qu’elle n’a que des permanences pour 
x = © ; on a donc 


N+N+N +2k,+2K+2K'=—1; 


le nombre 2! des racines imaginaires est égal à 
m—(N,+N+N'),et lon a conséquemment 


I=K +K+K', d'où I—= ou >K. 


122. Nous présenterons ici deux remarques au sujet 
du théorème de Budan. 

Quand on applique ce théorème, il peut arriver que 
lun des nombres & et 6 qu'il faut substituer à x annule 
quelques-unes des fonctions de la suite (1). On sauve 
cette difficulté en substituant & + 2 au lieu de & et6—h 
au lieu de 6, A désignant comme précédemment une 
quantité positive suflisamment petite. Aucun calcul ne 
sera d’ailleurs nécessaire, car supposons que l'hypothèse 
x = & annule les termes de la suite (3) à l'exception du 
dernier, nous savons que cette suite (3) n'offre que des 
permanences pour x — «+ L. Si c’est, au contraire, l'hy- 
pothèse x = 6 qui annule les fonctions dont nous venons 
de parler, la suite (3) ne présentera que des variations 
pour æ—6—. 

Le théorème de Descartes peut être regardé comme un 
corollaire de celui de Budan. Supposons, en eflet, que l’on 
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veuille appliquer ce dernier théorème en prenant & — 0, 
6—= + . Pour x — +, la suite des fonctions (1) ne 
présente que des permanences, et pour x — 0 ces fonc- 
ions se réduisent aux coefficients de l’équation f(x) = 0, 
en faisant abstraction de certains multiplicateurs numé- 
riques et essentiellement positifs. À la vérité, l’hypo- 
thèse x — o peut annuler quelques-unes des fonctions (1), 
et cela arrive nécessairement si l'équation proposée 
manque de quelques termes. Mais supposons qu’au lieu 
de substituer zéro, on aït substitué successivement — 
et + À; comme le nombre des variations perdues en pas- 
sant de — } à + h est pair, si, comme on le suppose, 
l'équation proposée n’a pas de racines nulles, il est permis 
de ne tenir aucun compte de celles des fonctions (1) qui 
s’annulent pour x — 0, lorsque l’on applique le théorème 
de Budan en prenant «à — + h et 6— +  , ou, ce qui 
revient au même, en prenant & — 0, 6 — + © . Il résulte 
donc du théorème de Budan que : si l’équation f(x) —o 
a N racines positives, la suite des coefficients des termes 
contenus dans le premier membre o )ffrira N+akK varia- 
tions, K étant un entier positif ou nul ; ce qui est préci- 
sément le théorème de Descartes. 


Théorème de Rolle. 


123. La proposition connue sous le nom de théorème 
de Rolle est utile dans quelques circonstances, et elle se 
rattache directement à la théorie que nous exposons. 
Aussi croyons-nous devoir la présenter ici. 


Taéorème. — Si a et b désignent deux racines consé- 
cutives de l'équation f (x) = 0, en sorte que cette équa- 
tion n'ait aucune autre racine comprise entre a et b, 
l'équation f'(x) = 0, obtenue en égalant à zéro la dé- 


rivée de f (x), « au moins une ratine comprise entre a 
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et b, et quand elle en a plusieurs, le nombre de ces ra- 
cines est impair. 

En effet, si l’on suppose D >> à et que l’on désigne par 
h une quantité positive suffisamment petite, le premier 
des deux rapports 


fla+h) F\b—h) 
cd) 

f(a+k)  f(b—h) 
sera positif, tandis que le second sera négatif (n° 120). 
D'ailleurs les numérateurs f(a + h) et f(b—h) sont 
de même signe, puisque l’équation proposée n’a pas de 
racine entre a+ h et b—h; donc les dénominateurs 
J'(a+h), f'(b—h) sont de signes contraires, et, en 
conséquence, l'équation f’(x) = 0 a un nombre impair 
de racines comprises entre a + h et b— k, ou entre a 
et b. Il faut remarquer que ce théorème subsiste, lors 
mème que & ou à serait une racine multiple de l’équa- 
tion proposée. 

CoroLLammEe I. — Deux racines consécutives « et 6 de 

l’équation f'(x) = o ne peuvent comprendre entre elles 
plus d’une racine de l'équation f(x) = 0. 


Car si l'équation f(x) — o avait deux racines a et b 
comprises entre « et 6, l’équation f(x) = 0 aurait au 
moins une racine y comprise entre a et b; cette racine 
serait donc comprise, à plus forte raison, entre & et 6, ce 
qui est contre l’hypothèse. 

Corozrarme IL. — Sx l'équation f(x) = o de degré m 
a toutes ses m racines réelles, l’équation f(x) =0 a 
également toutes ses racines réelles, et deux racines 
consécutives de la seconde équation comprennent tou- 
jours une racine de la première. 


Désignons par 


(1) TT CES PTS Un 
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les racines de l’équation f(x) = 0, rangées par ordre de 
q : 
grandeur à partir de la plus petite, et par 


DIR ON ITlS us 3 110 s 
les degrés de multiplicité de ces racines; on aura 
M=MiE M + se + Mns 


Cela posé, d’après le théorème des racines multiples, 
l'équation f'(x) = o a m, — 1 racines égales à à4,, elle en 
a m)—1 égales à a,,..., m,—1 égales à a,; le nombre 
de ces racines est m— 7. En outre, d’après le théorème 
de Rolle, l'équation f'(x) —o a au moins une racine 
comprise dans chacun des ñn — 1 intervalles que forment 
deux termes consécutifs de la suite (1); elle ne peut d’ail- 
leurs en avoir plus d’une dans chaque intervalle, puisque 
le nombre total de ses racines est m — 1. 


Soient 
og mn bi dd 


les 7 — 1 racines de f(x) — o dont nous venons de par- 
ler et qui sont respectivement comprises dans les 7 —1 
intervalles formés par deux termes consécutifs de la 
suite (1). Îl est évident que les termes de cette suite (1) 
seront compris respectivement dans les z intervalles for- 
més par la suite 


(2) — ©; b;, DjyE TS br; + D ; 


les termes de la suite (2) séparent donc les racines (1) de 
l’équation proposée. 


124. Exempze. — Pour donner un exemple des appli- 
cations du théorème de Rolle, nous établirons une pro- 
priété importante que possède une classe de fonctions qui 
se présentent dans diverses recherches mathématiques. 
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Posons, pour abréger, 

(x? — 1)" 
MN = pi mme Eure 

A ) SRE OT à 


et désignons par 
Pa) P'Ue)e., fre) 


les dérivées successives du polynôme f{x); la fonction 
que j'ai en vue et que Je désignerai par X, est définie par 
la formule 
X, shit k 
La fonction f(x) étant un polynôme de degré 27, sa 
ne dérivée, f(x) ou X, sera un polynôme du degré nr. 
Cela posé, je dis que l’équation 


Xi= 0 


a ses nz racines réelles inégales et comprises entre —: 
Et +1. 

Pour établir cette proposition, il suffit d'appliquer 
n fois de suite le théorème de Rolle à l’équation 


f(x) A0 


Cette équation a 7 racines égales à — 1 et n racines égales 
à + 13 donc l'équation 

fx) 0 
aura nm — 1 racines égales à — 1, 27 — 1 racines égales à 
+ 1, et une racine 4, comprise entre — 1 et +1. Delàil 
résulte que l'équation 

FER EE:0 
a n — 2 racines égales à — 1, 72 — 2 racines égales à +1, 
une racine Ÿ, entre — 1 et 4,, et une racine D, comprise 
entre a; et +1. 


Il n’est pas nécessaire de pousser plus loin ce raison- 
nement, pour reconnaitre que l'équation f'{x) = 0 ou 
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X,=— 0 a ses racines réelles inégales est comprise entre 
. . LÀ e. » - 
— 1 Et +1, ainsi que nous l'avions annoncé, 


125. On peut tirer du théorème de Rolle les conditions 
de la réalité de toutes les racines d’une équation de degré 
donné; mais, devant bientôt faire connaitre une méthode 
beaucoup plus simple qui remplira le même objet, nous 
n’aborderons point ici cette question générale, et nous 
nous bornerons à appliquer le théorème à la détermina- 
tion du nombre des racines réelles d’une équation tri- 
nôme, telle que 


f(x) = 4" + par + q = 0, 


dans laquelle nous supposerons les exposants 72 et 2 im- 
pairs. | 

Le nombre total des variations contenues dans cette 
équation et dans sa transformée en — x est égal à 1 ou 
à 3; le nombre des racines réelles est done lui-même égal 
à 1 ou à 3; il s’agit de distinguer ces deux cas. La dérivée 
J'{(x) a ici pour valeur 


er” = n np 
PRO ENT (r" + 7 ; 


772 


si p est positif, l’équation f(x) — o ne peut avoir d’autre 
racine réelle que zéro, donc la proposée ne peut pas avoir 
dans ce cas trois racines réelles. Si p est négatif, et que 
l’on désigne par D le radical 





m—n 72D 


ra frni? 


1} 


l'équation f(x) — o admettra les racines — D et + b, 
indépendamment des racines nulles qu’elle peut avoir et 
qui sont, par hypothèse, en nombre pair. Alors, si la pro- 
posée a trois racines réelles, — b sera comprise entre les 
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deux plus petites, tandis que + à le sera entre les deux 
plus grandes ; donc ces trois racines seront respectivement 
comprises dans les trois intervalles que forme la suite 


— D, —b, +b, +, 
ce qui exige que l’on ait 
f(—b)>0, f(+86)<o, 


Réciproquement, si ces conditions sont remplies, l'équa- 
tion proposée aura nécessairement (n° 115) une racine 
comprise entre — æ et — b, une deuxième entre — b et 
+ b, une troisième enfin entre + b et +  . En remet- 
tant au lieu de b sa valeur, on trouve que nos deux con- 
ditions deviennent 


= . 
L( m—1n 7 (À m—n 
(rer 
et elles peuvent s'exprimer par une inégalité unique, en 
écrivant que la puissance (m— n)°"° de la quantité in- 
termédiaire est inférieure à la puissance (m1 — n)°"° de 
l’une des quantités extrêmes. On obtient ainsi la condi- 
tion demandée, 


EE 
RE V4 m 


on voit qu'elle n'est jamais satisfaite quand p est >> 0. Si 
le premier membre de cette inégalité se réduit à zéro, 
l'équation proposée a encore trois racines réelles, mais il 
est évident que deux de ces racines sont égales entre elles. 
Si l’on a 
NTIC NIÉEEN ; 


l'équation proposée devient 


LÉ HAPETEUES 0, 
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ce qui est la forme à laquelle peut être ramenée toute 
équation du troisième degré (n° 62). Quant à la condi- 
tion de réalité des trois racines, elle devient 


2 3 ; 
Eee ou 4p+ 274 <Co. 


Théorème de Sturm. 


126. Parmi les problèmes que l'on rencontre dans la 
théorie des équations, l'un des plus importants est celui 
qui a pour objet la découverte d’une règle à l’aide de la- 
quelle on puisse déterminer le nombre exact des racines 
réelles d’une équation qui sont comprises entre deux 
nombres donnés. 

La proposition du n° 119 nous a donné la solution de ce 
problème, pour ce qui concerne les équations dont toutes 
les racines sont réelles, et les recherches de Budan ont eu 
pour objet, comme on l’a vu, de tirer des mêmes prin- 
cipes un critérium qui püt s'appliquer à tous les cas. 
Mais, malgré son utilité incontestable, le beau théorème 
auquel ce géomètre est parvenu ne donne pas une solution 
complète de la question que nous venons de poser. 

L’Algèbre offrait ainsi une lacune regrettable, mais 
cette lacune se trouva comblée de la manière la plus heu- 
reuse par le fameux théorème de Sturm. Ce grand géo- 
mètre communiqua à l’Académie des Sciences, en 1829, 
la démonstration de son théorème, qui constitue l’une 
des plus brillantes découvertes dont se soit enrichie l’ana- 
lyse mathématique. 


197. Le théorème de Sturm consiste dans la proposi- 
tion suivante : 


Tuéonime. — Étant donnée l’équation V — o dont le 
premier membre est une fonction entière d’un degré 
quelconque m de l'inconnue x, et qui n'a pas de ra- 


| à 18 
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cines égales, soit V, la dérivée du polynôme V. Effec- 
tuons la division de V par V,, jusqu'à ce que nous 
soyons arrivé à un reste de degré inférieur au degré 
de V,, changeons les signes de tous les termes de ce reste 
et designons par V, ce qu’il devient alors. Divisons de 
méme V, par V,,et après avoir changé les signes des 
termes du reste, nous aurons un nouveau polynôme V; 
dont le degré sera inférieur au degré de V,. Divisons 
pareillement V, par V, et continuons la méme série 
d'opérations, comme s’il s'agissait de déterminer le plus 
grand commun diviseur des polynômes V et V,, mais 
en ayant soin de changer les signes de chaque reste 
avant de le prendre pour diviseur. L'équation proposée 
n'ayant pas de racines égales, nous arriverons après un 
certain nombre p — 1 de divisions à un reste numérique 
différent de zéro, et nous représenterons par V, ce reste 
changé de signe. Nous obtiendrons ainsi une suite de 
u +1 fonctions 


(1) V, VV atatiEte vs 


dont les degrés, par rapport à x, formeront une suite 
décroissante. 

Cela posé, soient « et 6>> a deux quantités réelles 
quelconques données, et substituons successivement « 
et 6 à x dans les fonctions (1). Le nombre des racines 
réelles de l’équation NV — 0, comprises entre à et 6, sera 
précisément égal à l’excès du nombre des variations 
que présente la suite des signes des p + 1 fonctions (1) 
pour x— a, sur le nombre des variations que présente 
la suite des signes des mémes fonctions pour x — 6. 


Désignons par 


Q:, Q» Qu 


les quotients que l’on obtient en divisant V par V;, V, 
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par V:,..., V,__, par V,_,; on aura cette suite d’éga- 
lités : 

V ns V, Q, CRE ve, 


(2) V:= V: Q: — V,, 


qui conduisent aux deux conséquences suivantes : 


1° Dans la suite (1), deux fonctions consécutives ne 
peuvent s'annuler pour la même valeur de x. 


En effet, si l’on avait V;_, — 0, V, —0o, pour une 
certaine valeur de x, la relation 


(3) Ven = V: Q: Rs Vi 


montre que l’on aurait en même temps V;,,, — 0. On 
conclut de là que si une même valeur de x annulait deux 
fonctions consécutives, elle annulerait aussi toutes les 
suivantes, ce qui est impossible, puisque la dernière fonc- 
üon V , est une constante différente de zéro. 


29 Si, pour une valeur de x, l’une des fonctions de 
la suite (1), autre que la première, s'annule, la fonc- 
tion précédente et la fonction suivante sont de signes 
contraires. 


En effet, si l’on a V; — o, l'égalité (3) donne 


NE — Vie e 


Faisons maintenant croître x d’une manière continue 
entre les limites &« et 6; la suite des signes des fonc- 
tions (1) ne pourra être modifiée qu'à l'instant où x at- 
teindra et dépassera une valeur qui annule une ou plu- 
sieurs des fonctions de la suite (1). Soit a l’une de ces 
valeurs, et supposons d’abord que parmi les fonctions 


NATEV UP. 
18. 
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qui s’annulent pour x = a, la première V ne soit pas 
comprise. 

Si À désigne une quantité positive suffisamment petite, 
les équations V;_, — 0, Vy,,—0 n'auront aucune racine 
entre a—h et a+ h, et, en conséquence, chacune des 
foneuons V;_;, Vy41 conservera le même signe quand on 
fera croître x de a—h à a+ h. Ces fonctions étant 
de signes contraires pour æ — a, comme nous l'avons 
dit plus haut, elles sont pareïllement de signes con- 
traires pour x = a — h, ainsi que pour x = a + h; donc 
la portion de la suite (1) qui comprend les troïs fonctions 


VE Vz, Vs 


offre une variation unique pour x = a — h, ainsi que 
pour x—a+h; ceci s'applique évidemment à cha- 
cune des portions de la suite (1) qui sont formées par 
lune des fonctions V;, V,,... et les deux qui la com- 
prennent. On peut conclure de là que la suite des signes 
des fonctions (1) ne perd ni ne gagne aucune variation 
quand x croîtdea—haa+h. 

Supposons maintenant que x, croissant de « à 6, at- 
teigne une valeur & qui annule la fonction V, et pour 
laquelle quelques-unes des autres fonctions de la suite (1), 


telles que 
L'ÉCRAN" 


puissent aussi s’annuler. Le raisonnement qui précède 
montre que la portion de la suite (1) formée avec l’une 
de ces dernières fonctions et les deux qui la comprennent 
présente une variation unique pour x —4a—h, ainsi 
que pour x = a+ h. D'ailleurs, d’après le lemme du 


n° 120, le rapport Ç passe du négatif au positif quand x 


croît de a — h à a + h; ce qui revient à dire que les deux 
fonctions V, V, offrent une variation pour x = a— h, et 
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une permanence pour x —a—+h; donc, dans le pas- 
sage de x—a—hàx—a+h, la suite entière des 
fonctions (1) perd une variation et n’en perd qu’une 
seule. 

En résumé, si x croît d’une manière continue depuis « 
jusqu’à 6, le nombre des variations de la suite des fonc- 
tions (1) n’éprouve de modification que quand x atteint 
et dépasse une racine de l'équation V — o, et chaque fois 
que x atteint et dépasse une telle racine, il y a une varia- 
tion perdue, dans la suite des fonctions (1); ce qui dé- 
montre le théorème énoncé. 


128. Sturm a fait lui-même sur son théorème des 
remarques importantes que nous reproduisons ici. 

1° Dans les divisions successives qui servent à trouver 
les fonctions V,, V,,..., il est permis de multiplier ou 
de diviser les dividendes ou les diviseurs par des nom- 
Pres positifs quelconques; les fonctions (1) se trouveront 
alors multipliées par des facteurs positifs, ce qui ne chan- 
gera point leurs signes. Mais il faut éviter de supprimer 
ou d'introduire des facteurs négatifs. 

2° La condition que la dernière des fonctions (1), sa- 
voir V,, est une constante, n'intervient pas dans la dé- 
monstralion que nous avons présentée du théorème ; cette 
démonstration suppose seulement que V, ne change pas 
de signe quand x varie de & à 6. Il résulte de là que si, 
parmi les fonctions (1), il s’en trouve une V,; qui n’ait 
aucune racine comprise entre &« et6, on pourra arrêter 
la suite (1) à cette fonction et faire abstraction de toutes 
celles qui suivent. 

3° Il peut arriver que l’une des limites æ, 6 annule 
une ou plusieurs des fonctions de la suite (1); maïs il 
ne saurait résulter de cette circonstance aucun embarras 
pour compter le nombre des variations, Il suffira effecti- 
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vement, dans ce cas, de substituer à — À au lieu de & ou 
6 + À au lieu de 6, h désignant une quantité aussi petite 
que l’on voudra. Supposons que la fonction V s’annule, 
soit pour x — «, soit pour x — 6. Ainsi que nous l’avons 
vu, les deux fonctions V, V, offriront, dans le premier 
cas, une variation pour x — «—h, et une permanence, 
dans le deuxième cas, pour x — 6 + h. Quant aux fonc- 
tions qui suivent, si l’une d'elles s’annule pour x = « ou 
pour x = 6, nous avons vu que pour une valeur de x très- 
peu différente de « ou de 6, la suite formée par cette 
fonction et les deux qui la comprennent offre toujours 
une variation unique. 


129. Le théorème de Sturm s'applique sans modifica- 
tion aux équations qui ont des racines multiples, pourvu 
que l’on fasse abstraction du degré de multiplicité de ces 
racines. 

En effet, soit X —o une équation qui a des racines 
multiples, et désignons par X, la dérivée du polynôme X. 
Opérons sur les fonctions X et X,, comme s’il était ques- 
tion de chercher leur plus grand commun diviseur, en 
ayant soin de changer le signe de chaque reste, ainsi que 
le prescrit l'énoncé du théorème. On obtiendra ainsi la 
suite de fonctions | 


(1) x! xs ntx X 


H — 1? 11,2 
{ i 


dans laquelle le dernier terme ne sera plus constant; 
mais trois fonctions consécutives seront encore liées 
entre elles par une égalité de la forme 


pe Mr X4Q4 — AE » 


où Q, désigne une fonction entière. 
Soit D le produit des facteurs linéaires communs 
à Xet à X,; il est évident que les fonctions (1) pourront 


/ 
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être divisées exactement par D, et si l’on désigne par 


WA? Na 


(2) V, V, , V; . , V 
les quotients de ces divisions, la dernière des fonctions (2) 
sera une constante, en outre trois fonctions consécutives 


de cette suite seront liées entre elles par la relation 


Vi = Vi Qr — Vi; 


as ; Vaux 
enfin, d'après le lemme du n° 120, le rapport V=Xx 


passera toujours, en s’annulant, d’une valeur négative à 
une valeur positive. En conséquence, on peut appliquer 
aux fonctions (2) le raisonnement entier du n° 127, et il 
en résulte que si 6 est >>, l'équation V—=oou X—oa 
autant de racines comprises entre & et 6 qu’il y a de va- 
riations perdues dans la suite des signes des fonctions (2), 
lorsque x croît de « à 6. Enfin, comme les fonctions (1) 
s'obtiennent en multipliant les fonctions (2) par un 
même polynôme D, il est permis de substituer les unes 
aux autres. 


Des conditions de réalité de toutes les racines d’une 
équation de degré donne. 


130. Pour avoir le nombre total des racines réelles 
d’une équation donnée V — 0, il suffit de former, confor- 
mément au théorème de Sturm, la suite des fonctions 


V 


1 em oh Lu? 


(1) VE CV NE AIN 


et d'y substituer successivement deux limites L, L’ 
entre lesquelles toutes les racines réelles soient comprises ; 
mais comme, pour une valeur de x dont le module est 
suflisammeut grand, une fonction entière a toujours le 
signe de son premier terme, et que nous n'avons à nous 
préoccuper que du signe des résultats des substitutions, on 
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peut prendre, pour plus de commodité, —c et + « au 
lieu de L et de L/. Soient donc k le nombre des va- 
riations contenues dans a suite des fonctions (r), pour 
x = — © ; À le nombre des variations de la mème suite 
pour x = + © , le nombre des racines réelles de l’équa- 
on V = 0 sera À —K. 

Si l’on veut avoir séparément le nombre des racines 
positives et celui des racines négatives, il faudra en outre 
substituer zéro à x dans la suite (1), ce qui réduira cha- 
cune des fonctions à son dernier terme; soit k, le nombre 
des variations de la suite (1) pour x = o, l’équation pro- 
posée aura k,—/' racines positives et Â—%#, racines 
négatives. 


131. Supposons maintenant que l’on veuille connaitre 
les conditions qui doivent être remplies pour que l’équa- 
tion V — 0, du degré m, ait ses mn racines réelles et iné- 
gales. Il faut et il suflit, pour qu’il en soit ainsi, que la 
suite des fonctions (1) perde m2 variations quand x croît 
de —o à +  ; cela exige d’abord que cette suite ait au 
moins #n +1 termes, or elle ne peut en avoir davan- 
tage, donc le nombre y. est égal à m, et les fonctions (1) 
sont respectivement des degrés 


m , MT; M—2,;...,1;, O. 


En outre, la suite des signes des m +1 fonctions (1) 
doit renfermer m variations pour x = — w , et elle n’en 
doit plus offrir aucune pour x = + « ; il est évident que 
cela revient à dire que le coeflicient du premier terme, 
dans chacune des fonctions (1), doit être positif. 

On peut énoncer, d'après cela, la proposition sui- 
vante : 


Pour qu'une équation du degré m ait ses m racines 
réelles et inégales, il faut et il suffit que la suite formée 
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conformément à l’énoncé du théorème de Sturm se com- 
pose de m +1 fonctions, et que, dans chacune de ces 
fonctions, le coefficient du premier terme soit positif. 

Comme, dans les deux premières des fonctions dont 
nous venons de parler, le coeflicient du premier terme est 
toujours positif, la proposition précédente indique seule- 
ment »— 1 conditions pour la réalité de toutes les ra- 
cines. Mais il se peut que ces conditions rentrent les unes 
dans les autres; le nombre m—1 ne doit donc être re- 
gardé que comme une limite supérieure. 

Exempze. — Prenons pour exemple l’équation du troi- 
sième degré 

ARE DA 0-0, 

pour éviter les dénominateurs, dans les deux divisions 
que nous avons à exécuter, je multiplie les dividendes 
respectivement par 3 et 4p° ; on a alors 


V—=zxi+pr +q, où 3x+ 3pr + 3q, 


Vi=3x°+ p, où 12p°x?+ Ap, 
Va= — 2px — 35q, 
Vs= — 4p° — 279. 





Les conditions de réalité des trois racines sont donc 
Ip ZON = 4p 2279 >> 0; 


mais la première condition est comprise dans la seconde ; 
celle-ci peut s’écrire 


4p°+ 279 <€0; 
7 À pou 
c'est la même que nous avons déjà obtenue par une autre 
voie, au n° 125. 
Extension de la méthode de Sturm. 


132. Les fonctions dont le théorème de Sturm prescrit 
l'emploi peuvent être quelquefois suppléées, ainsi que l’a 
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remarqué l'illustre auteur, par d’autres fonctions qui 
remplissent le même objet. 
Soient 


(1) V VE Va... V, 


a + 1 fonctions entières d’une variable x qui satisfont 
aux conditions suivantes : 


1° Que la dernière fonction V, ne change pas de 
signe quand x varie entre deux limites données « et 
CRE 

2° Que deux fonctions consécutives ne puissent s’an- 
nuler pour une méme valeur de x comprise entre « 
et 6; 

3° Que si une fonction autre que la première s’an- 
nule pour une valeur de x comprise entre « et 6, les 
deux fonctions qui la comprennent aient alors des va- 
leurs de signes contraires ; 


V Li] LA . , 
4° Que le rapport y Passe toujours du négatif au 
l 


positif chaque fois qu'il s’'annule, quand x crott de à 


à 6. 


Il est évident que ces conditions sont les seules que 
nous ayons fait intervenir dans la démonstration du 
n° 127; on peut donc affirmer que, dans notre hypo- 
thèse, le nombre des racines réelles de l’équation V — o 
comprises entre & et 6 est égal au nombre des variations 
perdues par la suite {1} dans le passage de x=a à 

sea 
X = ©. 

Supposons que la dernière des quatre conditions que 

nous venons de mentionner soit remplacée par la condi- 


- ; V , 
tion contraire, savoir : Que le rapport y. PASse toujours 
{ 


du positif au négatif en s'annulant, quand x croît de à 
à 6. Les trois premières conditions étant maintenues, il 
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est évident que le nombre des racines réelles de l’équation 
V = o comprises entre « et 6 sera égal au nombre des 
variations gagnées par la suite (1), quand x croît de « à 6. 

C’est uniquement pour fixer les idées que nous avons 
supposé 6 >> «; les mêmes choses ont lieu dans le cas de 
6 <T x, seulement les variations perdues deviennent des 
variations gagnées, el inversement. 


133. Supposons maintenant que les trois premières 
des quatre conditions précédentes existent seules, et que 
l’on ait constaté chez la suite (1) une perte ou un gain 
de X variations dans le passage de x — à à x — 6, « et 6 
étant des quantités quelconques données. Il est évident 
que si l’on fait varier x dans le mème sens, depuis x = à 
jusqu’à x — 6, le nombre des variations de la suite (1) 
ne pourra être modifié qu à l'instant où x atteindra et 
dépassera une valeur qui annule la première fonction V. 
Donc, la perte ou le gain de k variations ne peut avoir lieu 
que si l'équation V — o a au moins # racines réelles entre 
a et 6. 

En outre, si l’on désigne par A l'excès du nombre de 


. V , . 
fois que le rapport ga s’évanouissant et en changeant 
{ 


de signe, passe du positif au négatif, sur le nombre de fois 
que le même rapport, en s’évanouissant et en changeant 
de signe, passe du négatif au positif, on aura nécessaire- 
ment 

Ses 


? 


le signe + ayant lieu dans le cas où la suite (1) gagne À 

variations quand on passe de x — « à x — 6, et le signe — 

dans le cas où la même suite perd Æ variations. 
Désignons aussi par A’ l’excès du nombre de fois que 


V., .." 2 . 
le rapport _ s’annule en passant du positif au négauf sur 
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le nombre de fois que le même rapport s’annule en pas- 
sant du négatif au positif, quand x varie de «& à 6. Comme 
V'et V, sont, par hypothèse, de signes contraires, chaque 
L2 V V 
fois que V, s’annule, les deux rapports & et me passent, 
2 
l’un du positif au négatif, l’autre du négatif au positif; 
si donc on représente par k! le nombre des variations 
gagnées ou perdues par la suite 


(2) VEN V se, 


dans le passage de x = à à x — 6, on aura, comme plus 
haut, 
A Et, 
Comparons maintenant les nombres k et K’. La suite ( 2) 
se déduit de la suite (1) en supprimant dans celle-ci le 


L1 . V - 
premier terme; donc, si le rapport — a le même signe 
l 


pour x—a et pour x —6, on'aura # —#, et; "par 


suite, 
A — — 4; 


Vi s : | 
si a le signe + pour x = « et le signe — pour x — 6, 


1 
on aura # — k +1, le signe supérieur ayant lieu quand 
il y a gain de variations dans le passage de x = «à x — 6, 
et l’inférieur dans le cas contraire; on a donc 


M——A+I; 


L] V . L 
enfin, si y. * le signe — pour x = &, et le signe + pour 


x —6, on a encore # — k Ær; mais ici le signe supé- 

rieur a lieu dans le cas d’une perte de variations, et le 

signe inférieur dans le cas contraire ; il en résulte que 
A — — A — 1. 


Aïnsi, en résumé, l’excès À’ est égal à — À, à — A+: 
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$ ? ; x 
ou à — À —1; le premier cas a lieu quand — a le même 
[! 


signe pour x — « et pour x — 6; le deuxième cas quand 
le même rapport est positif pour æ — « et négatif pour 


Ÿ.-u \ AR 
x — 6; le troisième cas, enfin, quand y St négatif pour 
Î 


x = « et positif pour x — 6. On trouvera plus loin une 
application importante de ce résulita. 

Si le nombre À est égal au degré m de la fonction V, 
l'équation V — o a toutes ses racines réelles; en outre, 
quand x croît constamment ou décroît constamment de « 


: V : à 
à 6, le rapport 7? chaque fois qu’il s’annule, passe tou- 
l 


jours du positif au négatif, ou toujours du négatif au po- 
sitif. Il suit de là que le raisonnement dont nous avons 
fait usage (n° 123) pour établir le théorème de Rolle 
est applicable à la fonction V;,, comme si cette fonction 
était la dérivée de V ; en conséquence, deux racines de l’é- 
quation V — o comprennent nécessairement une racine 
de l’équation V, — o. Si cette dernière équation est du 
degré m — 1, elle aura toutes ses racines réelles, et ces ra- 
cines sépareront celles de l’équation V — o. 


134. Pour bien faire sentir l'importance des considé- 
rations qui précèdent, je les appliquerai à un exemple 
remarquable, celui de la fonction dont nous nous 
sommes déjà occupé au n° 124 et que nous ayons repré- 
sentée par X,. 

Cette fonction X, est la °"° dérivée de la fonction 


(æ?— 1)" 
Cr ET TPPET UV PUPT EE 
PO PTT in 
ou 


if a — TE none TERRE (— À Ne CR RE * . 
1.2 n.2" : I 2404 4 
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on a donc 
x, — 2R(2R A) PARENTS 
2 :4207 400 
+ (RON ll EEE me 


(2.4...24)[2.4...(2n—2%)] 


Le polynôme X, est du degré n; il ne renferme que des 
puissances de x de même parité et il n’a que des varia- 
tions. Dans le cas de 7 = r, il se réduit à un seul terme, 
savoir : 


(1) AS Ts 


pour 7 —2,0na 


Di 


3 
re 
(2) Area 


Si, dans l'expression de X,, on change 7 en 7 — 2, il 
viendra 


(28 — 4)...(r —:1) 


X,- Barr Ur 


2.4.6.. (227 —4) 


\& (2n—2k4—02)...(n+i1—264) A: 
À 1) RARE 3]. 4. br 28 3)" +550 











et l’on vérifie très-facilement que la somme 
nX,+(n—1)X, > 

est égale au produit de la fonction X,_, par (27 —1)x; 

on a donc 

(3) RXn—(2n—1)z Xs+(r —1)X;:—0O. 

Cette formule servira à définir X, en y faisant n — 2 et 


en substituant les valeurs de X, et X, écrites plus haut; 
on trouve ainsi 


(4) NET 
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Cela posé, considérons la suite des fonctions 
(5) LA ns Dir DE ee X:, X; 


la dernière de ces fonctions est constante;’et, d’après la 
formule (3), deux fonctions consécutives ne peuvent être 
nulles pour une même valeur de x; car si elles s’éva- 
nouissaient, la dernière fonction X, serait nulle, ce qui 
n’a pas lieu; en outre, quand l’une des fonctions X, autre 
que la première, s’annule, les fonctions qui la compren- 
nent sont de signes contraires, d’après la formule (3). 
Enfin, cette même formule (3) jointe aux formules (1) 
et (2) montre que l’on a 


APCE pp pour, 2 1, 


Xm ir I pour, 2 —= +; 


donc, quand on fait croître x de — 1 à +1, la suite (5) 
perd n variations, d’où l’on peut conclure que : 

1° L’équation X, — o a ses n racines réelles inégales 
et comprises entre — 1 et +1; 

2° Les racines de l’équation X,_; — o séparent celles 
de l’équation X, — 0; 

3° Siæet 6 > « sont deux nombres compris entre — 1 
et +1, le nombre des variations de l'équation X, — o 
comprises entre « et 6 sera égal au nombre des variations 
perdues par la suite (5), dans le passage de x — «x à 
Line. 7 

On serait arrivé aux mêmes résultats en considérant, au 
lieu des fonctions (5), la suite 


(6) | XX; » TE > CR ph XP), 


formée par la fonction X, et ses dérivées successives, On 
a effectivement les relations suivantes, qu’il est facile de 
vérifier au moyen de lexpression de X, écrite plus 
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haut : 
(7) {a —2)X,—2xX, +n(n +1)X,—0, 
el 


n 


RE ‘ 
(8) : I Ê | 
2 Len) (a 2) + 2 (2 1) [KE 
On voit, par ces relations, que, dans la suite (6), deux 
fonctions consécutives ne peuvent pas s’annuler en même 
temps, et que, si l’une d'elles s’évanouit pour une valeur 
de x comprise entre — 1 et +1, la fonction qui précède 
et celle qui suit ont des valeurs de signes contraires: Ces 
mêmes relations montrent que, pour x ——1, la suite (6) 
n'offre que des variations, tandis qu’elle n’a que des per- 
manences pour x — +1; on peut donc tirer les mêmes 
conséquences que nous avons formulées plus haut. Cette 
conclusion s'accorde avec la proposition du n° 419, 
puisque l'équation X, — o a toutes ses racines réelles. 


135. On peut encore démontrer très-simplement, par 
la méthode de Sturm, la réalité des racines des équations 
en x que nous avons obtenues dans le Chapitre précédent 


” =, I 
en appliquant la transformation z+-— x aux deux 
ra 
équations 


MIO, 2% HN Le Hit 2e ON 


Application de la méthode de Sturm à la détermina- 
tion du nombre qui exprime combien une équation 
quelconque a de racines réelles ou imaginaires dans 
l’intérieur d’un contour donné. 


136. Soit f (z) — P + :Q une fonction entière de la 
variable imaginaire z = x +17, dans laquelle les coef- 
ficients sont des quantités quelconques données réelles ou 
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imaginaires ; : désigne, comme à l'ordinaire, l’imaginaire 
ÿ—7r, P et Q sont des fonctions réelles des variables 
réelles x et y. 

Pour connaître le nombre y. des racines de l’équation 


f(x) 0; 


comprise dans un contour donné, il suffit, d’après le 
théorème de Cauchy (n° 55), de chercher l’excès À re- 


latif à ce contour; on a effectivement 
A2, 


si l’on suppose qu'il n’y ait aucun point racine sur le 
contour lui-même. Rappelons encore que si, partant d’un 
point quelconque, on décrit le contour donné, comme 
il a été indiqué au n° 55, le nombre À est égal à 


} L , 
l’excès du nombre de fois que le rapport =; en s’éva- 


Q 


nouissant et en changeant de signe, passe du positif au 
négatif, sur le nombre de fois que le mème rapport, en 
s’évanouissant et en changeant de signe, passe du négatif 
au positif. 

Quel que soit le contour donné, on peut le partager en 
plusieurs parties telles que AB, et il est évident que l’ex- 


cès À relatif au contour total sera égal à la somme des 
excès qui se rapportent aux diverses parties dans les- 
quelles ce contour a été divisé. 
Si les coordonnées x et y, pour la portion AB du con- 
tour donné, sont exprimables par des fonctions ration- 
| 19 
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nelles d’une variable £, en sorte que l’on ait 


?(+) __ Ÿ(e) 





p, P,Ÿ, Ÿ étant des fonctions entières, on pourra déter- 
miner l’excès positif ou négatif À qui se rapporte à la por- 
tion de contour AB par une règle très-simple que Sturm 
a fait connaître (*). Soient £, la valeur de £ qui se rap- 
porte au point À et T celle qui est relative au point B. 
Quand on décrit l'arc AB en marchant de A vers B, la 
variable £ a ainsi la valeur initiale f, et la valeur finale T, 
mais dans l'intervalle elle peut varier d’une manière 
quelconque et repasser plusieurs fois par les mêmes 
valeurs. Remplaçons x et y par leurs valeurs fonctions 


P , : : 
de t, le rapport Q deviendra une fonction rationnelle 


de t, et l’on aura 
Le V 
EE —3 
QI 
V et V, désignant des fonctions entières de £, sans divi- 
seur commun. Cela posé, voici en quoi consiste la règle 


de Sturm : 


Si le degré de N n'est pas inférieur au degré de V,, 
on divisera V par V,, et on poussera l'opération jusqu’à 
ce que l'on obtienne un reste — V, de degré inférieur 
au degré de V,; on divisera pareillement V, par V,, ce 
qui donnera un reste — V;,; on divisera encore V, par 
V:, et on continuera la méme série d'opérations jusquà 
ce que l’on arrive à un dernier reste — V,, indépendant 
de t. On obtiendra ainsi la suite de fonctions 


Vs VE Vs as » Vis 











(*) Journal de Mathématiques pures ct appliquees, 1T€ série, t. EL. 
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on comptera le nombre des variations que présente la 
suite des signes de ces fonctions pour t = T', ainsi que le 
nombre des variations qu’elle présente pour t =t,; l’ex- 
cès du premier nombre sur le second sera précisément 
l’excès cherché À. 

Si le degré de N est inférieur au degré de V,, on opé- 
rera de la méme manière; seulement, dans la première 
division, on prendra V, pour dividende et V pour divi- 
seur; on obtiendra ainsi la suite 

MRPE SE EN EURE En de 
on comptera le nombre des variations de cette suite 
pour t = T, ainsi que le nombre de ses variations pour 
t—= 1,, et si l'on désigne par k l’excès du premier nom- 
bresurle Second, on aura A— —k,ou ÀA—=—k+7r, 
ou A——k—:, savoir : 1° A ——Kk, quand les 
termes V,, V offrent une variation ou une permanence 
pour t=t, ainsi que pour t=T ; 2° A = —k+1:, quand 
les termes V,, V offrent une permanence pour t —=1, 
et une variation pour t—=T; 3° enfin, A=—k%—:1, 
quand les termes V;, N offrent une variation pour 
D Aiiciune permanence, pOur t— T. 


Cette proposition devient évidente après les dévelop- 
pements que nous avons présentés au n° 133. 


137. Si le contour que l’on considère est une circonfé- 
rence de rayon R dont le centre soit placé au point qui a 
Lo Et Yo pour coordonnées, on pourra faire 


1— {* DR. 20 
nat LEGS r Er? 








Z= Lo +R 


et pour décrire la circonférence entière, en marchant tou- 
jours dans le même sens, il suflira de faire croître £ de 
— © à + ©. 


19. 


292 COURS D’'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Le cas le plus simple est celui où le contour donné est 
un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes coor- 
donnés ; on cherche alors séparément la valeur de l’ex- 
cès À qui se rapporte à chaque côté. Dans ce cas, l’une 


; | 
des coordonnées X, y est consianie, et le rapport Q est 


une fonction rationnelle de la deuxième coordonnée; on 
peut donc prendre celle-ci pour la variable £ que nous 
avons introduite. 

Soit le rectangle ABDC, et supposons que l’on ait res- 





y 
D B 
| 
Mie 
Lo OSEO x 
| € “|A 


pectivement 
LELYITELET ENS 


pour les côtés parallèles CD et AB, 
T=J et Y—Y 
pour les côtés CA et DB. Représentons par 
(ao + ibo) (x +iy}" + (a +ib,)(x +iy}t +... 


le premier membre de l’équation proposée. On peut tou- 
jours ramener le coefhicient du premier terme à l’unité ou 
à t; mais nous ne ferons point cette simplification et nous 
supposerons que & ne soit pas nul quand m est pair et 
que à, ne le soit pas quand m est impair. Cela posé, la 
fonction P étant ordonnée par rapport aux puissances 
décroiïssantes de y, son premier terme sera Æ à, y” dans 
le cas de m pair, et il sera Æ 6, y" dans le cas de m im- 
pair. Donc, si l’on attribue à y une valeur positive ou 
> 
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négative déterminée, dont le module soit suffisamment 


P 
grand, le rapport que s’annulera pour aucune valeur de 


x comprise entre x, et X ; en conséquence, si l’on suppose 
Fo—=— © , ŸY—= +, l'excès relatif à chacune des por- 
tions CA, BD du contour sera nul. D’ailleurs, l’excès re- 
latif au côté DC est égal et de signe contraire à l’excès qui 
se rapporte au même côté CD changé de sens, et, en 
conséquence, on a la proposition suivante : 


Soient z une variable imaginaire x + iy et 


fs) = (2 7) +iÿ (as 7) 
une fonction entière de z. Soit k, l’excès du nombre de 
fois que le rapport rer s’annule en passant du positif 
0 


au négatif sur le nombre de fois que le méme rapport 
s’annule en passant du négatif au positif, quand y varie 
de — à + « ; soit aussi K la quantité analogue re- 
p(X, 7) 
Ÿ(X,r) 


des racines de l'équation f (z) — o comprises entre les 
deux parallèles qui répondent à x = xs, x =X; on 
aura 


lative au rapport » et désignons par p le nombre 


K — 4, 


ane 


Ilest presque superflu d’ajouter qu'on peut déterminer 
d’une manière semblable le nombre des racines comprises 
entre deux parallèles à l’axe des x. 


Premières recherches sur la séparation des racines 
réelles des équations numériques. Emploi du théorème 


de Sturm. 


. 138. Une équation, dans laquelle quelques-uns des 
coefficients sont imaginaires, peut être mise sous la forme 
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o(x) +id(x) —=o, (x) et d(x) étant des polynômes 
à coefficients réels, et Les racines réelles doivent évidem- 
ment satisfaire aux deux équations (x) = 0, d(x) = 0, 
ainsi qu'à l’équation obtenue en égalant à zéro le plus 
grand commun diviseur des polynômes 4(x) et d(x); ïl 
en résulte que la recherche dont nous avons à nous oc- 
cuper doit être bornée aux équations à coeflicients réels. 
En outre, il n'y a évidemment lieu de considérer que les 
équations qui n’ont pas de racines égales. 

La première idée qui se présente pour séparer les ra- 
cines d’une équation f(x) — 0, d’un degré quelconque mn, 
et qui n’a pas de racines égales, est de déterminer (n° 112) 
deux limites Z et L> /, entre lesquelles les racines réelles 
soient toutes comprises, et de substituer à x, dans le po- 
lynôme f (x), une suite de nombres croissants 


(1) 4, MP, VIRE RS 


commençant à la limite inférieure / et se terminant à un 
terme /, égal ou supérieur à L. Deux termes consécutifs 
de cette suite, s’ils fournissent des résultats de signes con- 
traires, comprendront entre eux au moins une racine 
(n° 115), mais, si ces résultats sont de mème signe, on 
ne pourra plus rien conclure en général. Toutefois, la 
séparation des racines sera entièrement effectuée, s'il 
arrive que le nombre des intervalles dans chacun des- 
quels les substitutions indiquent l’existence d’une ra- 
cine, soit égal au degré m de l’équation ; la mème chose 
aura lieu aussi, si, le nombre y de ces intervalles étant 
inférieur à m1, on a constaté, par le théorème de Descartes, 
ou autrement, que l'équation ne peut avoir plus de x ra- 
cines réelles. 

Mais le procédé dont il est question prendra le carac- 
tère d’une méthode générale conduisant infailliblement, 
dans tous les cas, à la séparation des racines réelles, si 
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nous y ajoutons une règle pour former la suite (1) de 
telle manière que deux termes consécutifs ne puissent 
comprendre plus d’une racine. Or, il est évident qu’on 
réalisera cette condition en faisant coïncider la suite (1) 
avec une progression par différence 


(2) EL l+Hh, l+oh,...,1+ nh, 


dans laquelle la différence À soit inférieure à la diffé- 
rence de deux racines réelles quelconques de l’équation 
f(x) = 0; tout est donc ramené à déterminer cette quan- 
tité À. On y arrive par le moyen de l'équation aux 
carrés des différences (n°97) des racines de l’équation 
f(x) = 0. Supposons que l’on ait calculé cette équa- 


m(m—1) 


tion, qui est, comme on sait, du degré ————— et que 
2, 


l’on ait déterminé une limite inférieure À de ses racines 
positives. La différence de deux racines quelconques de 
la proposée sera supérieure à VA, et, en conséquence, il 
suflira de prendre pour L une quantité positive égale ou 
inférieure à VA. La différence A ainsi déterminée peut être 
un nombre inférieur à 1, et l’on doit chercher à éviter les 
substitutions de nombres fractionnaires ; on y parviendra 
au moyen de la transformation x — Ax’ qui sert à diviser 
par la racine de la proposée. En faisant cette transfor- 


e . . 4 . A 0 
mation et en choisissant / de manière que % soit un 
è 


nombre entier, on n'aura à substituer que des nombres 
entiers dans l’équation en x’. 


139. La méthode que nous venons d'exposer est com- 
munément attribuée à Lagrange, mais il est juste de dire, 
et l'illustre géomètre le reconnaît lui-même, que Wa- 
ring avait indiqué antérieurement, dans ses Miscellanea, 
l'usage de l'équation aux carrés des différences pour la 
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séparation des racines. Cette méthode fait connaître d’une 
manière certaine le nombre des racines réelles, en même 
temps qu’elle opère leur séparation; maïs on aperçoit 
sans peine combien l’application en est laborieuse, en 
considérant d’une part le grand nombre de substitutions 
que l’on peut avoir à effectuer, et d'autre part la lon- 
gueur du calcul nécessaire pour former l'équation aux 
carrés des différences. Cependant Cauchy a montré qu'on 
peut éviter ce dernier calcul, et que, pour être en mesure 
d’assigner une valeur de la quantité , il suflit de con- 
naître le dernier terme de l’équation aux carrés des dif- 
férences, lequel peut être calculé séparément par diverses 
méthodes dont on trouvera le développement dans la Sec- 
tion IT de cet Ouvrage. En effet, soient a,b,c,...,f, 8 
les m racines de l'équation f(x) — 0; le dernier terme 
de l'équation aux carrés des différences sera égal, abstrac- 
tion faite du signe, à l'expression 
V—=(a—b}(a—c}...(a—g}...(f—g}. 

Cette valeur de V étant supposée connue, soit » son mo- 
dule, en sorte que # — Æ V; désignons aussi par p une 


limite supérieure des modules des racines de l’équation 
proposée (n° 46). Les modules des différences 


Da Cri ca Byre y UD 
seront inférieurs à 29 (n° 39); si donc on suppose que 


les racines a et b soient réelles, l'égalité précédente don- 
nera 


U 


F , (a ae Papi EU d'où : (a ra bb’ (ape? 
si donc on prend 
e 
ve 
m(m—1) 
ÿ (Blu 
la quantité À sera certainement plus petite que la diffé- 


Ne 00e 


SECTION I. — CHAPITRE VI. 297 


rence de deux racines réelles quelconques. On verra 
dans la Section IT que si le coefficient du premier terme 
de l'équation proposée est égal à 1 et que les autres coef- 
ficients soient des nombres entiers, la quantité v est tou- 
Jours un nombre entier; on pourra donc, dans ce cas, se 
dispenser de calculer v et l’on prendra 


I 


m(m—i) 
(2p) ? 


Ce perfectionnement, apporté par Cauchy, a sans doute 

de l’importance, maïs il ne fait pourtant disparaître 
L] e . 2 . 4 

qu'une partie des inconvénients de la méthode. 


h =, Qu << 


I 


140, Nous ne pouvons nous dispenser d'indiquer ici 
l’usage de l’équation aux carrés des différences pour 
former les conditions de réalité de toutes les racines de 
l’équation proposée f(x) — 0. Si cette dernière équa- 
tion a toutes ses racines réelles, il est évident que toutes 
les racines de l’équation aux carrés des différences seront 
réelles et positives; donc cette équation sera complète et 
elle n’offrira que des variations. Si au contraire l’équa- 
tion f (x) —0o n’a pas toutes ses racines réelles, soient 
« 16 deux raoïnes imaginaires conjuguées, l'équation 
aux carrés des différences admettra la racine négative 
— 46? et, si elle est complète, elle offrira nécessairement 


quelques permanences, d’après le théorème de Descartes. 
Donc : 


Pour qu'une équation ait toutes ses racines réelles, il 
faut et il suffit que l’équation aux carrés des différences 
soit complète et ne présente que des variations. 


m(m— 1) 


Ce théorème donne ainsi conditions, mais 


quelques-unes de ces conditions devront être satisfaites 
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d’elles-mèmes ou rentreront dans les autres, car on a 
vu au n° 131 que le nombre total des conditions dis- 
tinctes ne peut pas surpasser m1 —T. 


141. Plusieurs géomètres, après Lagrange, ont cherché 
à éviter l’emploi de l’équation aux carrés des différences ; 
mais nous n'avons à signaler aucun résultat essentiel, 
jusqu'à la découverte du théorème de Budan. Ce théorème 
a une grande importance dans la théorie des équations, 
et il permet d’effectuer très-simplement, dans la plupart 
des cas, la séparation des racines. Mais avant de déve- 
lopper cette application importante du théorème de 
Budan, je dois parler de la méthode si remarquable 
qui nous est donnée par le théorème de Sturm, et qui 
résout de la manière la plus complète et la plus élégante 
le’problème que nous avons en vue. Effectivement, quand 
on aura formé les fonctions dont ce théorème indique 
l’usage, on substituera à l’inconnue une suite de nombres 
croissants 

PAR PONT Te 2 

et le théorème fera connaître combien il y a de racines 
dans l’intervalle que forment entre eux deux termes con- 
sécutifs de cette suite. S’il y a une seule racine dans 
l’un des intervalles, cette racine sera séparée; si, au con- 
traire, il y a plusieurs racines, on substituera des nom- 
bres intermédiaires, et l’on arrivera infailliblement ainsi 
à achever la séparation. Il est à peine nécessaire d’ajou- 
ter qu'on devra prendre pour termes extrèmes de la suite 
précédente deux nombres au delà desquels il n’y ait plus 
de racines réelles. 

Les nombres à substituer peuvent être pris arbitrai- 
remeht;, mais dans les applications il conviendra en gé- 
néral de choisir d’abord les nombres 


NU Dés [O00O, ALO; Es ES 9, ETS +10; + 100,...9 
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dont la substitution se fera sans difficulté. Si les substitu- 
tions indiquent l'existence d’une ou de plusieurs racines 
dans un intervalle, entre 1 et ro par exemple, on substi- 
tuera les nombres 2, 3,... jusqu’à 9, ce qui donnera la 
partie entière des racines comprises entre 1 et 10. S'il y 
a plusieurs racines dans l’un de ces nouveaux intervalles, 
par exemple entre 3 et 4, on substituera les nombres 
3,1; 3,2,-.., et ainsi de suite. 

On voit que ce procédé donne non-seulement la sépa- 
ration des racines, ce qui est l’objet que nous nous pro- 
posons, mais qu'il permet à la rigueur de calculer chaque 
racine avec un degré d’approximation quelconque. 

Il importe de remarquer le cas où l’on sait d'avance 
que toutes les racines de l'équation proposée sont réelles. 
Dans ce cas, on peut se dispenser d'employer le théorème 
de Sturm, ou plutôt on appliquera ce théorème, en pre- 
nant pour suite de fonctions, conformément à la proposi- 
tion du n° 119, celle qui est formée du premier membre 
de l'équation proposée et de ses dérivées successives. 


142. Exemeze I. — Supposons qu'on demande de sé- 
parer les racines de l'équation 


+ a — Hat — 4x +1 0! 


En supprimant certains facteurs numériques positifs, 
l'application du théorème de Sturm donnera les foncüons 
suivantes : 

V—=axt+ xs x — Ar +1, 
Vi 4x + 3x — 5x — 4 
V:= 7x + 8x — 4, 

V,=4zx +5 

PEN 


ces fonctions sont au nombre de cinq, et leurs premiers 
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termes sont positifs, donc l’équation proposée a ses quatre 
racines réelles. Les règles des n° 113 et 114 indiquent 
que les racines sont toutes comprises entre — 2 et +2, 
ce qui s’accorde avec les résultats des substitutions. 

La substitution des nombres 


dans la suite des fonctions V, donne les résultats suivants : 


a — | ————— —— | ——_———_—_——_—_—> | ——————_— | ——————— | ———————— 


+ | + 


+ + 


Il y à deux variations perdues dans le passage de — 2 à 
— 1, une dans le passage de o à 1 et une dans le passage 
de 1 à 2; l'équation proposée a donc deux racines entre 
— 2 et — 1, une racine entre o et 1 et une autre 1 et 2. 
Il reste à séparer les deux racines comprises entre —1 
et — 2. Or, d’après Le tableau précédent, on voit que la 
première des fonctions V est positive pour x = — 2, 
ainsi que pour x — — 1, et l’on trouve qu’elle est néga- 


. 3 0 r 0 
uve pour x =—-; donc les deux racines négatives sont 


comprises, l’une entre —1 et — 1,5, l’autre entre — 1,5 
et — 2. 


Exempze II. — Prenons pour deuxième exemple l’é- 
quation 


Ha — 2 D + A — x +10; 
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on trouve, dans ce cas, 


Var D +r— x +iI, 

Vi 625 + 5x — 4x — 3x + 2x — 1, 

Va 192 + 1429 — 272? + 32x — 35, 

Vs= — 7922° + 20522? — 2058x + 127, 
V;= — 5180552 x° + 4923200 x + 10048623. 


On reconnaît, par la méthode du n° 114, que l’équation 
proposée ne peut avoir de racines réelles en dehors des 
limites — 0,6 et + 1. Or l'équation V,—0o a ses deux 
racines réelles, mais l’une d’elles est comprise entre —1 
et — 0,6, l’autre entre + 1 et + 2; donc il est inutile, 
pour notre objet, de calculer V; et V;. La suite des signes 
des fonctions 
A EN PR PEN PP 


est, pour æ — — 0,6, 
Hu CH ER, 
et, pour x = +1, cette suite devient 
HE pe ES 


il y a, dans les deux cas, deux variations; donc l’équation 
proposée n’a point de racines réelles. 


Méthode de Fourier pour la séparation des racines. 


143. La méthode de Sturm ne laisse rien à désirer 
sous le rapport de la perfection théorique ; malheureuse- 
ment le calcul des fonctions dont cette méthode exige 
l'emploi peut devenir très-pénible, même dans des cas fort 
simples; ainsi, dans le second des exemples que nous ve- 
nons de présenter, le nombre constant V, qui terminerait 
la suite complète des fonctions n’a pas moins de quarante- 
quatre chiffres. Aussi est-il plus avantageux, dans un 
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grand nombre de cas, de se borner à l’emploi du théo- 
rème de Budan. Ainsi que nous l’avons dit déjà, Fourier 
avait trouvé de son côté ce théorème, et il a montré dans 
son Analyse des équations comment on peut en tirer 
parti pour effectuer la séparation des racines réelles d'une 
équation, et obtenir en même temps le nombre exact 
de ces racines. Nous allons indiquer ici cette méthode de 
Fourier; mais, afin d'apporter plus de clarté dans notre 
exposition, nous commencerons par établir une proposi- 
tion dont nous aurons à faire usage. 


LemmEe. — Soient f (x) une fonction entière de la 
variable x, et f(x), f(x) les deux premières dérivées 
de f(x). Si l’on fait croitre x entre deux limites 
et X qui ne comprennent aucune racine de l’équation 


J'(x) = 0, la fonction o(x) = x — de croilra tant 
que f(x) et f(x) seront de méme signe, et elle de- 
croîtra tant que f(x) et f"(x) seront de signes con- 


traires. 


On a effectivement 

fe), 
F'(x) 
FE) + uf'(x) nn à 
J'{x)+uf"kx) +. $ 





p(x) = x — 





o (x + u)—=x+u— 


d'où 
pix+u)—g(x) : f(x) f(x) +e 


u F(æ) + n | 





e et n désignant des quantités qui s'évanouissent avec u; 
il résulte de à que si À désigne une quantité positive dont 
le module soit suffisamment petit, la quantité 


p(r+u)—vo(x) 


[44 
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7 
—. ou le signe de f (x) f(x) 
pour toutes les valeurs de # comprises entre — k et +, 
pourvu que f'(x) ne soit pas nulle. En conséquence, si x 
croît de x, à X et que ces limites ne comprennent aucune 
racine de l'équation f’(x) — o, la fonction o (x) croîtra 
ou décroîtra suivant que f(x) et f(x) seront de même 


signe ou de signes contraires, ce qui est la proposition 
énoncée. 


aura le signe de 


CorozLaire |. — Si l'équation f(x)—o a deux 
racines réelles comprises entre les limites à et 8>> «, mais 
qu’elle n'en ait pas un plus grand nombre ; si, en outre, 
l'équation f(x) = o n'a aucune racine entre les mêmes 
limites, on aura 


J6) (41 Ya) 

FAO ANTE 

En effet, soient x' et x" >> x' les racines de f(x) — 0 
comprises entre « et 6 ; comme f/{x) ne peut changer 
de signe, quand x varie entre ces limites, la fonction 
J'(x) est constamment croïssante ou constamment dé- 
croissante, et il en résulte que l'équation f'(x) —=0 ne 
peut avoir qu’une seule racine entre « et 6 ; d’ailleurs cette 
racine existe d’après le théorème de Rolle, et elle est com- 
prise entre x’ et x”. D’après la proposition du n° 120, 


f(x) f(x) 


Fta) Te) sont négatifs quand x croit de 





<TÉ6 — « 


les rapports 








x à x’, tandis qu’ils sont positifs quand x croît de x” à 6: 
donc dans l’un et l'autre cas, f(x) et f(x) sont de 
même signe, et, par conséquent, la fonction 


pir)= + — ne 
Pau 


est croissante. On a donc 


pla) Lo(e'), gr) (6) 
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D'ailleurs on a 


d’où 
p(e) (27); 
donc, à plus forte raison, 
pla) <?(6), 
ou 
ADI TS, 


Cale URL DE. 
De ( 6) va (œ) L œ ? 
ce qui est le résultat annoncé. 


CorozLaRE IT. — S: l'équation f(x) = 0 a une ra- 
cine x, entre a et 6 >> «, et que les équations f (x) = 0, 
f(x) = 0 n'aient aucune racine entre ces limites ; si, 
en outre, les fonctions f (x), f(x) sont de méme signe, 
pour les valeurs de x comprises entre « et 6, l’inégalité 


F6) _. fe) 


: Gi & 
FO Fe 





pourra avoir lieu, mais elle cessera nécessairement de 
subsister si l’on augmente & Où que l’on diminue 6 
d'une quantité convenable. 


D’après notre hypothèse, la fonction 9 (x) croît quand 
x augmente de & à x, ou de x, à 6. Il s'ensuit que si l’on 
fait décroître x de 6 à x,, la fonction | 


pla) — (x) 

, ete AL | il 
croitra depuis la valeur initiale (x) — (6) jusqu’à 
+ 0 . Pareillement, si l’on fait croître x de æ& à x,, la 
fonction 

p(x) — 9(6) 
croîtra aussi depuis @(x) — (6) jusqu’à + « . Si donc 
a! et 6" désignent des valeurs comprises entre x et x;, 
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x et 6 respectivement et suffisamment approchées de x;, 
on aura 


pla)—9(8)>0o, (x) —#(6)>0, 


c'est-à-dire 











144. Cela posé, soit f(x) — o une équation donnée 
du degré m, et considérons la suite 


(1) J\X)s F'(x), FAN NE APR J(x) 


formée par la fonction f (x) et ses dérivées successives. 
Pour effectuer la séparation des racines, on procédera de 
la même manière que par la méthode de Sturm, et l’on 
substituera à +, comme nous l’avons indiqué au n° 141, 
une suite de nombres croissants 


SE ENT ST d 00 


compris entre les limites des racines. 

Si, dans le passage x — à à x — 6, la suite des signes 
des fonctions (1) ne perd aucune variation, l'équation 
f(x) = 0 n’aura aucune racine réelle comprise entre & et 6. 
S’il y a une seule variation perdue, l'équation f(x) — 0 
aura une seule racine entre & et 6, et cette racine sera 
séparée. 

S'il y a deux variations perdues en passant de x = « 
à x — 6, il peut arriver que l'équation f (x) — o ait deux 
racines entre « et 6 ou qu’elle n’en ait aucune; on a vu 
que, si le dernier cas a lieu, l'équation a nécessairement 
deux racines imaginaires. Nous allons indiquer comment 
on peut distinguer ces deux cas l’un de l’autre, lorsque 
la perte de deux variations se manifeste dans la portion 


LL 20 
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de la suite (1) qui est formée par les trois premières 
fonctions 


(2) Fr), P'(x), F (x). 


Comme le théorème de Budan s'applique à l’une quel- 
conque des fonctions de la suite (1), il résulte de notre 
hypothèse que l'équation f”(x) — 0 n’a aucune racine 
comprise entre & et 6. Si donc on a 
ODA 7 ACENNR PEN 
F6) (x) 

on sera certain, d’après le lemme du n° 143 (corollaire I), 
que l’équation f(x) —0o ne peut pas avoir deux racines 
réelles entre « et 6. Lorsque l'inégalité précédente n’est 
point satisfaite, il faut substituer dans f(x) et f'(x) un 
nombre a compris entre & et 6; si f(a) est de signe 
contraire à f(æ) et f (6), il y aura deux racines réelles 
comprises l’une entre x et a, l’autre entre a et 6; mais 
si f (a) est de même signe que f(x) et f (6), on connaîtra, 
par les substitutions faites dans la suite (2), quel est celui 
des deux intervalles de « à a ou de a à 6 dans lequel il 
peut exister deux racines. On appliquera alors à ce nou- 
vel intervalle ce qui a été dit du premier, et après quelques 
essais du même genre, on arrivera généralement à con- 
naître la nature des deux racines ; ceci suppose bien en- 
tendu que l'équation proposée n’a pas de racines égales. 


145. Considérons maintenant le cas général, et dési- 
gnons par À, le nombre des variations perdues par la suite 


AE .. sd CA Re 


dans le passage de x — « à x — 6. Ce nombre A, est ce 
que Fourier nomme l'indice relatif à f"(x); l'indice 
relatif à f(x) sera donc représenté par À,, et celui qui 
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se rapporte à la dernière fonction f(x) sera zéro, en 
sorte que la série 


(3) As A à FT aps .…. te O0, 


comprendra les indices des m+1 fonctions (1); il est 
évident que, dans cette suite, deux termes consécutifs 
sont égaux entre eux ou ne différent que d’une unité; 
ainsi l’on a 

M A;;;—1, ou —A,,;, ou Ai +T. 


Nous avons examiné plus haut le cas de À, = o et ce- 
lui de A, = 1; dans le premier cas l'équation HE AD 
n'a aucune racine entre « et 6; dans le second cas, l'équa-: 
tion a une seule racine entre les mêmes limites. Il im- 
porte de remarquer que si l’on a A,—1, on peut, en 
diminuant l'intervalle de « à 6, faire en sorte que À; — 0; 
en effet, f(x) = o n’a qu’une seule racine x'entre « et 6, 
et, par suite, elle ne peut avoir, avec sa dérivée, aucune 
racine commune comprise entre x et 6; donc, en rem- 
plaçant les limites « et 6 par deux autres suffisamment 
rapprochées, on pourra toujours faire en sorte que 
l'équation f’(x) — o n'ait aucuné racine dans le nouvel 
intervalle; alors la suite (1) ne perdant qu’une seule 
variation, on aura À, = 0. 

Supposons actuellement que À, = 2 ou À, > 2. Par- 
courons la suite (3) en partant de la gauche, jusqu'à ce 
que nous trouvions un indice égal à 1: soit À, ce pre- 
mier indice égal à l’unité; la méthode que nous allons 
développer a pour objet de reculer successivement lin- 
dice À, vers la gauche de la suite (3), ou, ce qui revient 
au même, de diminuer le nombre qui marque le rang 
de l'indice. L'indice A,_, qui précède À, ne peut être égal 
à 1, par hypothèse, donc il est o ou 2; mais si l’on avait 
À,_, = 0, comme À, est au moins égal à 2, en remontant 

20. 
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la suite (3) à partir de À,_,, on rencontrerait nécessaire- 
ment un indice égal à 1, ce qui est contraire à l’hypo- 
thèse; ainsi l’on a À,_,—2, en sorte que le premier 
indice À, égal à 1 est nécessairement précédé d’un indice 
égal à 2. Or, si ce même indice n’est pas suivi d’un 
indice À,,, égal à zéro, on pourra toujours, comme on 
la vu plus haut, trouver deux limites &/, 6! comprises 
entre æ et 6 et qui ne comprennent aucune racine de 
l'équation f"+!(x) = 0; l'intervalle de & à 6 sera alors 
partagé en trois autres, savoir : celui de & à &', celui 
de x’ à 6’ et celui de 6’ à 6. L’équation f(x) —0o n'a 
aucune racine dans le premier et dans le troisième inter- 
valle; donc, pour chacun de ceux-ci, l'indice À, est zéro, 
et, en conséquence, le premier indice égal à 1 est reculé 
vers la gauche de la suite (3). A l'égard de l'intervalle 
dont æ’ et 6’ sont les limites, il peut arriver que À, ne 
soit plus le premier indice égal à 1; dans ce cas, ce pre- 
mier indice se trouvera reculé vers la gauche. Mais il 
peut arriver aussi que À, demeure le premier indice 
égal à 1, et alors on a simultanément 


sn 2, As 2 Li , Any FREE O0. 


Fant que ce dernier cas ne se présentera pas, on pourra 
reculer le premier indice 1 vers la gauche de la suite (3), 
jusqu'à ce que cet indice y occupe le premier rang, et on 
se trouvera dès lors dans le cas de À, — 1 qui est celui 
d’une seule racine comprise dans l'intervalle dont on 
s'occupe. 

Ainsi nous n'avons plus à considérer que le cas où le 
premier indice À, égal à r est précédé d’un indice égal 
à 2, et suivi d'un indice égal à o. L’équation f(x) =o 
peut alors avoir deux racines réelles entre & et 6, mais 
elle peut aussi n’en avoir aucune; on distinguera ces 
deux cas l’un de l’autre, au moyen de la règle exposée au 
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n° 144. En mème temps cette règle donnera le moyen 
de séparer les racines, si elles sout réelles et inégales ; 
Pune d'elles sera comprise entre æ et un certain nom- 
bre a, la seconde entre & et 6: à chacun de ces nouveaux 
intervalles répondra une série d'indices dans laquelle le 
premier terme égal à 1 se trouvera reculé vers la gauche 
au delà de À,. Si l'équation f(x) = o n’a aucune ra- 
cine réelle entre « et 6, on reconnaît, en se reportant à la 
démonstration du théorème de Budan, que chacune des 
équations 


Oo in fr) 0 nf tr) 0, 


a deux racines imaginaires. En effet, il résulte de nos 
hypothèses que l'équation f(x) = o a une racine entre 
« et 6, laquelle, substituée dans f(x) et dans f"+'(x), 
donne des résultats de même signe; donc la suite des 
trois fonctions 


OR EE AR EE ) 


perd deux variations dans le passage de x=aàax—6é. 
En conséquence, cette circonstance introduit dans les 


indices 
a VON pi VA DRE UE CHR 


une partie égale à 2 que l’on peut supprimer, car chaque 
indice n’exprime autre chose, dans cette théorie, qu'une 
limite supérieure du nombre de racines réelles que peut 
avoir l’équation correspondante, dans l'intervalle consi- 
déré. Alors on aura, après cette suppression de deux 


unités, 
nee 0: 


en sorte que le premier indice égal à 1 se trouvera reculé 
vers la gauche. 
Il peut arriver que l'équation Fay: (x) — o ait deux 


pl . 


racines égales comprises entre # et 63; il est facile de 
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voir que la conclusion est la même que dans le cas de 
deux racines imaginaires, à moins que l’équation pro- 
posée n'ait des racines égales. Si la racine double dont 
nous nous occupons appartient à chacune des équa- 
ions (4), la proposée aura 7 + 1 racines égales à cette 
racine. 


146. Exempce 1. — Je choisirai pour premier exemple 
l'équation 


+ — x — + x — x +1 oO, 


déjà considérée au n° 142. On a 











f(x) = + — 2 — +R — x +1, 
LOL Ga + 52 fa 3at+ 221, 
LE Liga 108 — 6x 3e +1, 
LE) oo + 102 fx 1, 
AT JA NN Sp 
RE Le + 5x — r, 
ACOENRETS 
NT UT 
fa) 
RSI L UT PE TR 


Les racines réelles de l'équation f (x) — o sont com- 
prises entre — 1 et +1; substituons les nombres 


I 
LT Pme Pet Vin pet PEU 
2 
dans la suite 


Se) Fe) Fe) Fe) La), PU), F2), 
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on obuendra les résultats suivants : 


æ Fe) LC) Le) LP) Le) LP (x) 


A CE ES ET PS PASSER ER EN, 


— à RON, dede 
> + - +++ | - | + 

Ne RME OI 
+= A AE SES Pi De 904 De en EE Es AE 
+ à ne ame Am er lahece en le ble 





: à il 
Il ya deux variations perdues de — 1 à — -, deux autres 
2 


n t 
de o à me deux enfin de-à rt. 
, 2 
On reconnaît immédiatement qu'il n'y a point de ra- 


j , I 
cines réelles entre Seti, parce que l’on a 


-& 0-8 
f()=r, F4) =, 


ce qui donne 


: Se 6 EX POLE : : 
Pour l'intervalle de o à mé [a série des indices est 


2, 2; 2, F;, X, 0, 0; 


le premier indice 1 étant suivi d’un autre indice égal à x, 
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e . . . . ] 
il nous faut resserrer nos limites. La substitution de 7 


donne les résultats 
Ed ce SEE A 


\ e . . . « I 
d'où il suit qu'il n’y a aucune variation perdue de o à 2! 


I À: 
il suffit de considérer l'intervalle de + à —; la série des in- 


si 
D 


dices qui répondent à cet intervalle est 


25 anl1540,50, 0: 
comme on 1 
1/4 n te mr me)! 
Aer a 5” 
F'(E)=5 ÿ*  : 
#% rt | 


ae 





FI = 


D | m 


d’où 


2H 


/ 
on conclut que l'équation f(x) = 0 n’a pas de racine 
I I » A rl 
entre - et —; donc la proposée elle-mème n’en a pas dans 
2 


Â 


cet intervalle (n° 145). 
Enfin, la série des indices pour l'intervalle de — 1 


; I 
a — — est encore 


où a 
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d’où 
s'(—i) ; 
vtt) L 
A ne 
"m Li Libr à) 2 
eme) 


ce qui montre que l’équation HAUTE) — © n’a pas de ra- 
. L , A D 
cine entre — — et — 1; la proposée elle-mème n’en a donc 
5. 


aucune dans cet intervalle. 

Ainsi les six racines de notre équation sontimaginaires, 
comme nous l’avons déjà reconnu à l’aide du théorème 
de Sturm. 


ExemPbze II. — Je considérerai encore l'équation 
26— 122 + 6oxt + 123 x? + 4567x — 89012 — 0, 
traitée par Fourier. On a ici 


f(x) = 2f— 122$ +607 + 12322 + 4567.x — 890172, 











pe — 6x — 6oxf + 240 x° + 246x + 1567, 
a — 1521 1207 + 360 + 123, 
- a a) 15 x — 6ox + Go, 
= E_— _ Or LS, 
AE) 


1. Mn ace Li 


Soit eune quantité positive aussi petite que l’on voudra. 
En substituant les nombres 


— RON + ED, Tnt WIN 0 où 4° ARLON ET 
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on obtient les résultats suivants : 


ce |, ee 


0 a ax + rü Ne ne Ti NE 
SR TE mt dr ne # "7 me 
ag L {= + re dE: iii dé à 16 
Le ES Es EYE SEA a ny it 
1e Fe mé Êre SE AT 55 su 
SU 11 + Sa sg gr 7 à 


Comme il y a six variations perdues dans le passage 
de — 10 à + 10, les racines réelles sont toutes comprises 
entre ces limites. 

De — 10 à — 1, il y a une variation perdue; il y a 
donc, entre ces limites, une racine unique qui est ainsi 
séparée. 

De — € à +e il y a deux variations perdues, ce qui 
indique deux racines imaginaires. Enfin, de + 1 à +10 
il y a trois variations perdues, donc il y a entre ces limites 
une ou trois racines réelles. 

La série des indices relatifs à l'intervalle de 1 à 10 est 


3 NN RS ANTT, MON 


on à 1C1 


LS O LT SAR 1 
Frt0) 1 NAMeNE Foie 


ce résultat montre que l'intervalle de 1 à ro est trop con- 
sidérable pour qu'on puisse reconnaître la nature des 





racines par une seule opération. Mais avant de dimi- 
nuer cet intervalle, il convient d'examiner si l'équation 
f(x) = 0 n'aurait pas deux racines égales comprises 
entre 1 et 10. On reconnait effectivement que x — 2 est 
un diviseur de f(x) et de f'(x); d’ailleurs ce binôme 
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ne divise pas toutes les fonctions f”(x),..., f(x) qui 


précèdent f'"(x); donc on pourra retrancher 2 des cinq 
premiers indices. On obtiendra ainsi la nouvelle série 


1, O, 0, O0, O0, 1, O, 


qui montre que la séparation des racines est terminée. 
Ainsi l’équation proposée n’a que deux racines réelles, 
l’une entre — 1 et — 10. l’autre entre + 1 et + ro. 

9 


Séparation des racines imaginaires. 


147. Si f(z) désigne une fonction entière de la va- 
riable imaginaire z = x + iy, dans laquellé les coeffi- 
cients soient des quantités données réelles ou imaginaires, 
on pourra eflectuer la séparation des racines de l’équa- 
tion f(z) —0, en faisant usage de la proposition que 
nous avons établie au n° 137. 

Effectivement, si l’on trace deux axes de coordonnées 
rectangulaires ox et oy, puis qu’on mène à l’un des axes, 


celui des y par exemple, des parallèles qui répondent 
aux abscisses 


Lo 3 T's Los... 


on pourra déterminer, par le théorème du n° 137, le 
nombre des racines comprises entre deux parallèles con- 
sécutives. S'il n’y a qu’une seule racine dans l’un des 
espaces ainsi déterminés, cette racine sera séparée, con- 
formément à la définition du n° 111; s’il y a plusieurs 
racines comprises entre deux parallèles consécutives, on 
pourra achever la séparation par le moyen de parallèles 
intermédiaires, à moins que plusieurs racines n’aient la 
même partie réelle. 

On connaîtra ainsi deux limites aussi rapprochées 
l’une de l’autre que l’on voudra, entre lesquelles sera 
comprise la partie réelle x de chaque racine. Si lon veui 
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avoir en mème temps des limites de la valeur correspon- 
dante ou des valeurs correspondantes de y, on y par- 
viendra en menant des parallèles à l’axe des x; celles-ci, 
avec les deux parallèles à l’axe des y qui comprennent les 
points racines que l’on considère, détermineront divers 
rectangles, et le théorème du n° 136 fera connaître quels 
sont ceux de ces rectangles qui renferment les racines 


dont on s'occupe. 


tie À G Qu —— 
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CHAPITRE VIE 


DU CALCUL DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 


Recherche des racines commensurables des équations 
à coefficients rationnels. 


148. Le calcul des racines d'une équation numérique 
offre d'autant plus de difficultés que le degré de l'équa- 
tion est plus élevé. Aussi, lorsqu'une équation donnée 
n’est pas irréductible et que l’on sait effectuer la décom- 
position de son premier membre en plusieurs facteurs, 
il faut commencer par opérer cette réduction. En parti- 
culier, toute équation qui a des racines multiples devra 
être remplacée par une ou plusieurs autres qui n’aient 
que des racines simples; cette suppression des racines 
égales n’est pas seulement utile, elle est souvent indispen- 
sable, ainsi qu'on a pu s’en convaincre en étudiant les 
théories que nous avons développées dans le précédent 
Chapitre. 

Lorsqu'il s'agit d'une équation dâns laquelle les coeff- 
cients sont des nombres rationnels et que cette équation 
a des racines commensurables, on peut les obtenir par 
uue méthode irès-simple que nous allons exposer. Les 
racines commensurables étant connues, si leur nombre 
est égal au degré de l'équation, celle-ci sera résolue ; dans 
le cas contraire, on pourra les supprimer par Île moyen 
de la division, et l’on sera ramené à une équation plus 
simple. Cette détermination des racines commensurables 
doit, comme on le voit, précéder toute autre recherche. 


149. Lorsque les coefficients d’une équation sont ra- 
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tionnels, on peut chasser les dénominateurs qu’ils peuvent 
contenir; ces coeflicients deviennent alors des nombres 
entiers. Cela posé, la recherche de toutes les racines com- 
mensurables se ramène à celle des racines entières, au 
moyen de la proposition suivante : 


Taéorième. — Lorsque le premier terme d'une équa- 
tion a pour coefficient l’unité et que les autres coefj;- 
cients sont des nombres entiers, l'équation ne peut avoir 
pour racines commensurables que des nombres entiers. 


En effet, soit l’équation 
f(x) AT AT APT EN M PART PAR 


dans laquelle les coefficients A,,..., À, sont des entiers. 
e “ . . , . a 
Substituons à x une fraction irréductible quelconque 7° 


on aura 


my(s) =T ar À, ami be A:bavi+, * - AO 


Œ bn . À . k 
or, pour que + füt racine de équation f(x) = 0, il fau- 
drait que l’on eût 


a" 
HEC à A GT 7. . À Dr 

ce qui est impossible, puisque le second membre est un 
nombre entier, tandis que le premier membre est une 
fraction irréductible ; done l’équation proposée ne peut 
avoir une racine fractionnaire. 

D’après cette proposition, pour avoir toutes les racines 
rationnelles d’une équation à coefficients entiers, il suffira 
de transformer l’équation proposée en une autre (n° 58) 
dans laquelle le coefficient du premier terme soit l'unité, 


SECTION I. — CHAPITRE VII. 319 


les autres coefficients étant entiers, et de déterminer les 
racines entières de la transformée. 
Soit 
À, Fa + À, À eLopet — , . …“+tAn 1 —- PR O 








l'équation proposée; on posera x — - (n° 58), et la trans- 
formée sera 
Aa À, ao? ANG: 
zmn ER - — zm—i ae zm—2 RE 0, 
A A As 


le nombre entier x devant être choisi de manière que les 
expressions 
A, 4 A; œ? A 4 


pers.) 


ANUS À, 











se réduisent à des nombres entiers. Il est évident qu’on 
satisfera à cette condition en prenant & — À, mais on 
remplira souvent l’objet demandé en donnant à &« une 
valeur inférieure à A,. Quand les racines entières de la 
transformée en z auront été obtenues, eu les divisant 
par &, on aura les racines commensurables de la proposée. 


150. Il nous reste à indiquer comment on déterminera 
les racines entières d’une équation 


POP AIDE A ETAT CEE NES AE + A, 20, 


dans laquelle les coefficients À,, A,,..., À,, sont des nom- 
bres entiers sans diviseur commun. 

Dire que a est une racine de cette équation, c’est dire 
que le premier membre f(x) est exactement divisible 
par x— a; représentons le quotient de la division par 


o(x) — Boarr FES Bari CIE ie à Po ÿe Tr BR 
on aura 


(2) fe) = (x — a) o(x), 
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et si & est un nombre entier, il est évident que les coeffi- 
cients du polynôme o (x) seront aussi des nombres entiers. 

En effectuant le produit indiqué daus le second membre 
de la précédente égalité, et en écrivant que les coefhcients 
des mèmes puissances de x dans les deux membres sont 
égaux entre eux, On trouve : 








Am 
Am — a BA ] By — —— 9 
d 
À 25 2 By 
}. PE: —. 4 BB A Bis Be = ri) 
a 
à À »_2 + Ba 
Anse « y rs Ds d’où à en = EE 
a 
cts Dir mine diollihotes des ele n c'ets ele ee bles C0 
A; — B, 
A, — aB, — B,, B, ZE — , 
a 
À, SEE gaie B;, O0 = A, —+- B,, 


et réciproquement, si les relations précédentes sont satis- 
faites, la formule (2) aura lieu identiquement., Donc, 
pour que le nombre entier a soit une racine de l’équation 
proposée, il faut et il suffit que les valeurs précédentes de 
B_1, B»_,..., B, soient des nombres entiers, et que le 
dernier de ces nombres soit égal à — A,. Ainsi les condi- 
tions auxquelles on reconnaîtra quun nombre entier 
positif ou négatif est racine d’une équation sont les sui- 
vantes : 


IT faut et il suffit qu’il divise exactement le dernier 
terme de l’équation; qu'il divise la somme obienue en 
ajoutant le quotient de cette division avec le coefjicient 
de la première puissance de l’inconnue, qu'il divise la 
somme obtenue en ajoutant le quotient de cette deuxième 
division avec le coefficient de la deuxième puissance de 
l’inconnue; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à 
ajouter un dernier quotient avec le coefficient du pre- 
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mier terme de l’équation, ce qui devra donner une 
somme égale à zéro. 


On peut disposer de la manière suivante l'opération 
qu’on exécute pour essayer un nombre a : 
[24 


À, A, A» 


di &: Bré 


SATRNVUS © 


4 At: 
ns. à By 














Les coeflicients de l’équation ayant été écrits sur une 
première ligne horizontale, on divise le dernier coefficient 
À,, par a et on écrit au-dessous de ce coeflicient le quotient 
obtenu — B,,_, changé de signe. On divise ensuite par a 
le coefficient A,,_, augmenté du premier quotient B,._, et 
l’on écrit au-dessous de À,,_, le deuxième quotient obtenu 
— B,,_, changé de signe. On continue de la même manière 
jusqu’à ce que l’on ait écrit au-dessous du coefficient A, 
le quotient changé de signe — B, obtenu en divisant par 
a la somme À, + B;. Si l’une des divisions ne se fait pas 
exactement, ou si la somme A, + B, n’est pas nulle, le 
nombre essayé a n'est pas racine. Dans le cas contraire, 
le calcul qu'on vient d'exécuter fournit les coefficients du 


F(xæ) 


L — € 





quotient ; et, pour trouver les autres racines en- 


tières, il suffit d'appliquer la même règle à ce quotient, 
et ainsi de suite. 

Les nombres qu'il faut ainsi essayer sont les diviseurs 
du dernier terme de l'équation pris avec les signes + et —; 
toutefois on devra rejeter ceux des nombres ainsi obtenus 
qui tomberaient en dehors des limites des racines et ceux 
qu’on peut avoir reconnus comme n'étant pas des racines. 
Par exemple, si a est une racine entière, l'identité (2), 
savoir : 
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donnera 
AE 
a 1 





— pen 


d’ailleurs les coefficients de (x) étant entiers, (+ 1) est 
un nombre entier. Donc : le zombre entier a ne peut étre 
une racine de l'équation f(x) — o si f(+1) n’est pas 
divisible par a x. 

Quant aux résultats f (+ 1) de la substitution de +: 
à x, ils s’obtiennent par de simples additions ou sous- 
tractions entre les coefficients de f(x); on peut donc re- 
connaître immédiatement si l'équation proposée admet 
les racines + r et —1, 

ExemPLe. — Soit l'équation 


f(x) = 25 — 3423 + 2097! + 212x — 300 = 0, 


on à 


f(+1)= — 92, f(—i) = — 450; 


en conséquence + 1 et — 1 ne sont pas racines. On re- 
connaît immédiatement que toutes les racines réelles sont 
comprises entre — 6 et +6; les seuls diviseurs de 300 
qu'il y ait lieu d'essayer sont donc + 2, +3, +4, +5, 
mais il faut rejeter + 3 parce que f (— 1) n’est pas divi- 
sible par 4, ainsi que — 2, + 4 et — 5, parce que ces 
nombres diminués de 1 ne sont pas des diviseurs de 
f(+1); on devra donc se borner à l’essai des nombres 
+ 2, — 3, + 5 .et on disposera le calcul comme il suit : 


+ I O | — 34 | + 29 | +212 | —300 : 
+ 1 [+ 2 | — 30 | — 31 | +150 2 
+ 1l+ 41 — 22 | — 95 | — 3 

+ 1[+ 1 — 25 


L’essai du diviseur 2 ayant réussi, on doit renouveler cet 
essai qui réussit encore; la troisième ligne du tableau qui 
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précède renferme les coefficients du quotient En et 
comme le dernier de ces coefficients n’est pas divisible 
par 2, on passe au diviseur — 3, qui est racine; enfin 
l'essai du diviseur 5 ne réussit pas, et il en résulte que 
l’équation proposée n’a que trois racines commensurables, 
savoir deux racines égales à + 2 et une racine égale à —3,. 
La dernière ligne du tableau donne les coefficients du 
f(x) 

(x— 2} (x—3) | 
et la résolution de la proposée est ramenée à celle de 
l'équation du deuxième degré x? + x — 25 — o. 


quotient » lequel est ainsi x? + x — 25, 


Théorie des différences. 


151. Lorsqu'on veut effectuer la séparation des racines 
réelles d’une équation, ou que l’on se propose de resserrer 
les limites entre lesquelles se trouve comprise une racine 
déjà séparée, on est conduit à calculer les résultats de la 
substitution de divers nombres à l’inconnue, dans cer- 
taines fonctions entières de cette inconnue. Dès que le 
nombre de ces substitutions devient un peu considérable, 
il est indispensable de diriger le calcul d’une manière ré- 
gulière et méthodique, ce à quoi l’on parvient par le 
moyen de l'algorithme des différences que nous allons 
exposer ici. 

Soit 
(1) A4, ne LINE TE 
une suite limitée ou illimitée de quantités assujetties à une 
loi quelconque. Si l’on retranche chacune de ces quantités 
de celle qui la suit immédiatement, on formera une nou- 
velle suite que nous représenterons par 


(2) As Ne NAT: SERIE: 


Les quantités (2) sont dites les différences premières ou 
22 1e 
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les différences du premier ordre des quantités (1), et 
l’on a, pour toutes les valeurs de lentier p, 


er men 
Au, &é tr pe 


Si l’on opère sur la suite (2), comme nous venons de le 
faire sur la suite (1), on formera une troisième suite que 
nous représenterons par 


(3) AP er ART PA ALES ARTS AS LEE 


Ces quantités (3) sont les différences premières des quan- 
uités (2); elles sont dites aussi différences deuxièmes ou 
différences du deuxième ordre des quantités (1), et l’on a, 
quel que soit , 


2 rs 
A AM Au, or 


— Au. 

Si la suite (1) renferme un nombre illimité de termes, 
on pourra poursuivre indéfiniment la même série d’opé- 
rations et on formera de cette manière une infinité de 
suites nouvelles qui comprendront les différences troi- 
sièmes ou du troisième ordre des quantités (1), celles du 
quatrième ordre, et ainsi de suite; on aura généralement, 
quel que soit n, 


el Ed à NT — Au. 
2 Lai AU 


Mais, si la suite (1) ne renferme qu’un nombre limité 
m +1 de quantités, il est évident qu'il n’y aura que m 
diflérences premières, m— 1 différences deuxièmes, et 
généralement m— n +1 diflérences du n°"° ordre; ainsi, 
dans l’ordre m, il n’y aura plus qu’une seule différence. 

On peut avoir à considérer des suites de quantités 1lli- 
mitées dans les deux sens, telles que 


nt. ve dE EE NET où r U vmt Ds à LÉO 


Nos définitions n’exigent, pour ce cas, aucune modifica- 
tion, et l’on aura toujours 


NA — 


n+1 mer NAT 
7 Ft y À MT À u,, 


4 MATE 
ar d a u, 
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pour toutes les valeurs positives, nulle ou négatives de 


Vindice . 


152. ExPressroN GÉNÉRALE DES DIFFÉRENCES D'UN ORDRE 
QUELCONQUE. — Nous nous proposons de donner ici l’ex- 
pression générale de A" u, en fonctions des quantités (r). 


On a d’abord 


(4) Au ui 
puis 
AU, — U2— Us, 
et, en retranchant l'égalité (4) de cette dernière, il 
viendra 


(5) An on LOUE AS 1h 


Comme wo, U, Us peuvent être considérés comme trois 
termes consécutifs quelconques de la suite proposée, il est 
évident que l’on aura aussi 


AU = Us — 23 + U, 


et, en retranchant l'égalité (5) de la précédente, on 
obtiendra 


(6) Nu = Us — 3u: +34 — üo. 


On aperçoit aisément, sans qu'il soit nécessaire de pour- 
suivre ces opérations, que l’on doit avoir, quel que soit n, 
| 1 n(r—1) 


Mu, = u, — a He + ENT Una —.. 


(7) 


ñ \ 
— (— 1} + (—1t}u,, 


les coeflicients numériques du second membre de cette 
expression n'étant autre chose que ceux de la puissance 
n°" d’un binôme pris alternativement avec les signes + 
et —, La formule (7) étant vérifiée dans le eas de 7 — 1, 
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il suffit, pour en démontrer l’exactitude, d'établir que si 
elle a lieu pour une valeur quelconque de », elle subsiste 
pour la même valeur augmentée d’une unité. Supposons 
donc que la formule (7) ait lieu pour 7 =; en l’appli- 
quant aux +1 premiers termes de la suite proposée, 
puis aux {{ + 1 termes qui suivent le premier w,, on aura 


Ne. d m(m— 1) VE 

Al Lo hate re + Re in, (— ue ui + (—1}f w, 
ES ee p m(m—1) u 

0 ne A | 


si l’on retranche la première de ces égalités de la seconde, 
et que l’on ait égard à l'identité 
pler)..(pé tt) pe x (RER 
Lei 1.2...(X —1) 


no an (+1 EU AE TA 
Er ED à 


il viendra 





&E ———— — + 
BA I l 1.2 b—1 


e 


HT I 
"TT Lines LR hf tan }e + (1) w, 


ce qui est précisément le résultat fourni par la for- 
mule (7), quand on fait dans celle-ci n = p-+x. 


153. ExPRESSION DU TERME GÉNÉRAL D'UNE SUITE EN 
FONCTION DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES. —- 


On a, d’abord, 
(9) HU — Up + A, 


puis 
Au, = Au, + Au, 


et, en ajoutant cette égalité à l'égalité (9), il vient 


(10) 4 = ü, + 2Au, + Au; 
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on peut appliquer à la suite (2) des différences premières 
la proposition exprimée par la formule précédente, ce qui 
donne 

Bus: ZA HA2d 4, + Aus 


cette formule étant ajoutée à .la formule (ro), il vient 
(11} Us = U + 3Au, + 3Au, + Nu. 


Ces résultats nous permettent d'écrire immédiatement la 
formule générale suivante : 

(12) 4 —=u + = Aus + Rene +. + = Alu, + Au, 
dans laquelle les coeflicients numériques sont ceux du 
développement de la 7°"° puissance d’un binôme. Cette 
formule est vérifiée dans le cas de 7 — 1, et, pour en dé- 
montrer la généralité, il suflira d'établir que si elle a lieu 
pour une valeur quelconque x de 7, elle subsiste pour 
= +I. 

La formule (12) ayant lieu par hypothèse pour 7 = p, 
nous pouvons l’appliquer non-seulement à la suite (r), 
mais aussi à la suite (2) que forment les différences pre- 
mières ; on a donc ; 


, #(B=1) 


HEC Eau, 
I 12 


k Au +... + AFF, 


1 
Auy— Aus+ = Au, + “aol A lortr eerte É AB a+ Aire Us 


ajoutant ces égalités et ayant égard à la formule (8), il 
vient 





rt em 
bus = + : DER". SPA MENENTES 


ce qui est le résultat que donne la formule (12) quand on 
y fait n=p+7x. 
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154. DirFÉRENCES DES FONCTIONS ENTIÈRES. — Soit 
u Na 


une fonction entière de x. Donnons à x les valeurs suc- 
cessives 


Lo — 5 toy hs 2 +28,,.. Lo nR 


qui forment une progression arithmétique dans laquelle 
la différence constante est égale à h, et désignons par 


US s UE TURN SUR 


les valeurs correspondantes de u. Ces valeurs, ainsi que 
leurs différences du premier, du deuxième, etc., ordre, 
seront données par les formules 


/ — f(x), 
ua Au—$f(x +h)— f(x), 
| Vu—f(x+2h) — 2f(x +h)+/f(x), 


._. sat s'poie re sjeye ke pre anene fole te FR ETES 


où 1l suffira de substituer successivement à x les valeurs 

. (Xo—h), Lo, (to + h),... Les quantités Au, Au, 
seront dites les différences première, deuxième, etc., de 
la fonction u. 


THéorÈme. — La différence me d’une fonction en- 
tière de x, du degré m, est constante. 
Soit 
14 Ja) ne. À, x” + AS ANT! + C2 —- AUTIE + . 


une fonction entière du degré m; on aura 


au— f(x+h)— f(x) 
Pa) + Se) + (03 


1e») 1.23% 0071 
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le second membre de cette formule est une fonction en- 
tière de x du degré m— 1, dans laquelle le coeflicient de 
x"T1 est évidemment mA, ; on a donc 


NU Met" Lo 


ce qui montre que la différence Au d’une fonction en- 
tière u du degré m estune fonction entière du degré m—7, 
et que le premier terme de Au s'obtient en multipliant 
par À la dérivée du premier terme de u. Cette proposi- 
tion nous donne immédiatement les résultats suivants : 


DU MAP AT Ts 


Mu— m(m—i1)(m—2)A; Ras +..., 


on voit que la différence m°"° Au est indépendante de x, 
et qu'elle s'obtient en multipliant par h" la m*"”* dérivée 
de u, ce qui démontre le théorème énoncé. 

Il résulte de là que les différences de u des ordres su- 
périeurs à m sont nulles. 


455. SuBsTITUTION DE NOMBRES ÉQUIDISTANTS DANS UNE 
FONCTION ENTIÈRE. — La proposition que nous venons 
d'établir conduit à une conséquence très-importante qui 
remplit l'objet principal que nous avions en vue, et que 
l’on peut énoncer comme il suit : 


Si l’on doit substituer à x une suite de nombres équi- 
distants 


de 0h) Zi h, Lo, Last 2h, +, 
dans une fonction entière u — f (x) du degré m, il suf- 
Jira de calculer directement les résultats de la substitu- 
tion de m termes consécutifs de la suite, après quoi on 


obtiendra les resultats de la substitution de tous les au- 
tres nombres par de simples additions. 
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En effet, considérons le tableau suivant dans lequel on 
trouve la série des valeurs que prennent la fonction w 
et toutes ses différences jusqu'à celle de l’ordre m, quand 
on donne à x toute la série des valeurs ...x5,—h, x,, 
X,+h,..…. 


x u Au DV CO VON APS Au 
x, — À LL Ai TR AUS RTE A AT? 1 21 OR 
2 m—1 m 
“3 U, Au, A it has A u À u, 
t,+h u, Au, ira ENIER [ agntet ”: Au, 
A 2 mm—1 m 
T,+2h]| u, Au, ADM dr ee Let Au, 


c'e je eee | 7 ses ‘ | - c'e à eten EL Téloiue een TU N'o1e 515, ANT CONTI RC Um TS 


Pour construire ce tableau nous calculons directement 
les m valeurs de u qui répondent à m valeurs consécu- 
uves de x, et nous Îles inscrivons en regard de ces va- 
leurs dans la colonne qui est intitulée u. Nous formons 
ensuite les différences successives de cette suite de m 
termes, Jusqu'à l’ordre m — 1, et nous écrivons les résul- 
tats dans les colonnes respectives intitulées Au, A u,..…., 
A"-lu; nous avons ainsi m7 — 1 termes dans la colonne 
Au, m— 2 dans la colonne A°u,..., 1 terme seulement 
dans la colonne A"-!'u. Mais la différence Au est con- 
stante et sa valeur est connue d'avance; on peut donc 
former la dernière colonne du tableau et la prolonger 
indéfiniment en haut et en bas. Cela fait, on a tout ce 
qu'il faut pour prolonger les diverses colonnes du tableau 
aussi loin que l’on voudra, soit en haut, soit en bas. En 
effet, chaque terme de l’une des colonnes marquées u, 
Au,...,est égal à celui qui est au-dessus de lui, aug- 
menté du terme qui correspond à ce dernier dans la co- 
lonne suivante, ou égal à celui qui est au-dessous de Jui 
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dans là même colonne, diminué du terme qui lui corres- 
pond dans la colonne suivante. Il résulte évidemment de 
là que si l’on a inscrit k termes dans l’une quelconque des 
colonnes, il suffira de connaître un seul terme de la co- 
lonne précédente, pour pouvoir inscrire dans celles-ci 
k nouveaux termes. 


156. DÉTERMINATION D’UNE FONCTION ENTIÈRE DU DEGRÉ 
I AU MOYEN DES VALEURS DE CETTE FONCTION QUI RÉPON- 
DENT À M1 + 1 VALEURS ÉQUIDISTANTES DE LA VARIABLE. — 
Soitu— f(x) une fonction entière du degré #, et dési- 
gnons par 

Uos Ui, Us... Un 


les valeurs que prend cette fonction quand on donne à æ 
les m1 + 1 valeurs 


Li XF, 00 Li + MA. 
On a, pour toutes les valeurs 1,2,...,mden, 


n(n—1) 


1.2 


ñ 
Un = Uo + — Aus + Aus +... 
I 


n(n—1}...(n—# +1) 


AfRy +... 
CN he 


—- 
tous les termes du second membre de cette formule, à 
partir du deuxième, s’obtiennent en donnant à les va- 
leurs 1,2, 3,..., 7 dans l'expression 


n(r 1). .(2—K +7) 


din 
riz À 





mais comme cette expression se réduit évidemment à 
zéro, pour les valeurs 7 +1, 27+92,...,m de k, on 
peut écrire 

n n(r—1) n(r—1)...(2— m+i1) 


U=UE-AUu, + + —è-———— —— NÙ use 
L 2 IX Im 
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Si l’on remplace, dans le second membre de cette formule, 


TZ RAR ! Lo 
nm par 


2) 


ee 20 Ve À 7 T—L\/T—% \ Au 
Uo + ETS rl st it 
h I h D 1.2 


L—xX Do Œ \ Au, - 
—+ he FOREST —— “ 2 
hi *! h Lux ot 


qui se réduit évidemment à uw, pour x—=x,+nh, et 
en la retranchant de f(x), on obtiendra une fonction 
entière du degré m qui sera nulle pour les m +1 va- 
leurs xo, X, + h,..., xo + mh de x: or cela ne peut 


avoir lieu que si la fonction dont il s’agit est identique- 
ment nulle; on a donc 


, on formera la fonction suivante : 
































T — Lo AU E) (x — 2o)(x — 20 — À) Au 


faute 


(1) h 155 le 
I — Pr 
(œ— 2x — 20— h)..(m—x,— m—1h) Aus 
+ — ——————————_ 7,5 
120 e/l l 


Cette formule subsiste quel que soit À; si l’on fait tendre k 
Au, 
he 





, 2 r k e e 
vers zéro et que l’on représente par u } la limite de 
pour À — 0, on aura 


I — To (1 ) (x He À (2) (x nes (m) 
( p) = à U a ———— LA À + CE FIV TEEN | £ —+ .. —+ loir élit + u 
(2) f(x) 0 n o autre 1:12 700 


( 


4 est la valeur de la k*"* dérivée de 


d’où il résulte que u 


f(x) pour x = x,, en sorte que l’on a 


. 4 fc 

Ar) MUR AU pour A — 0. 
è 

157. Limites DES RACINES RÉELLES D'UNE ÉQUATION, — 

Lorsqu'on substitue des nombres équidistants dans le 

premier membre d'une équation f (x) — 0, en suivant la 
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marche indiquée au n° 155, les résultats obtenus suffisent 
pour faire connaître deux limites entre lesquelles sont 
comprises toutes les racines réelles. 

En effet, soient 


Los Loti sn vst Lo. (ipod) 


m+x1 termes consécutifs quelconques de la série des 
valeurs substituées, et supposons À positive. Si les quan- 
tités 5, Aus,..., Au, qui répondent à x, sont toutes 
positives, la formule (1) montre que l’on a f(x) >o 
pour toutes les valeurs de x égales ou supérieures à 
Xo + (m—1)h; cette quantité est donc une limite supé- 
rieure des racines. Pareillement, si les quantités ,, Au, 
u,,...,A"u, sont alternativement positives et néga- 
tives, on aura constamment f (x) >o, ou constamment 
f(x) Lo, pour les valeurs de x égales ou inférieures 
à x,; donc, dans ce cas, x, est une limite inférieure des 
racines. 


158. SUBSTITUTION DE NOMBRES INTERMÉDIAIRES. — 
Quand on a calculé les résultats de la substitution des 
termes de la progression par différence 


Lo — À, Lo, To + h,... 


dans une fonction entière de x, si l’on veut avoir les résul- 
tats de la substitution des termes d’une nouvelle progres- 
sion telle que . 


. .e Lo — À, To) Ty + h4 Lo + 2h/,. C2 . 
on peut y parvenir en profitant des calculs déjà exécutés. 
’ h nh 
Supposons, par exemple, k'— +5 CL POSONS T = Lot — 


la formule (1) du n° 456 donnera 


d nl à 
f(x + 4 = do + NO AU, + NO) Au, +. ,,+ N() Any, 
10, 
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en faisant, pour abréger, 


Ne lne 10)(2— 20)...[2 —10(4 —:1)] 
Ke! ASE DR RE Ur Ù 


Nous emploierons la caractéristique d pour représen-- 
ter les différences d’une fonction quelconque de la varia- 
ble x relatives à un accroissement de n égal à :. Alors 
N° étant une fonction entière de » du degré k, sa diffé- 
rence k®"* sera constante; on aura ainsi 


Of (ro + =) — DEN) Alu, + DENGEO AE a +... 
10 


+ JÉN(N) Aus, 


Si l’on fait n — o et que l’on désigne par DIN ce 


que devient alors DEN), la formule précédente donnera 
dt —- NP Au + NEO LAFFET NO EN DRE SN . Au, 


Au moyen de cette dernière formule on peut calculer 
Jus, d'u5,--+, duo, et avec ces valeurs on construira Île 
tableau relatif aux substitutions nouvelles. On obtient 
ainsi les résultats suivants : 


du, — 0,1 Au — 0,045 Au + 0,0289 Au, — 0,0206625 Au, 
+ 0,016116795 Aus —..., 
d'u, — 0,01 AU — 0,009 À, 
+ 0,007725 Aus — 0,0066975 Aus +..., 
du, — 0,001 Au, — 0,0013 Au, + 0,0014625 Aus —..., 
du, — 0,0001 Au, — 0,00018 Mu +..., 


qui sufhisent jusqu’au cinquième degré inclusivement. 
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Application à un exemple. 


459. Considérons l'équation du troisième degré 
en 7 OT 


les théories exposées dans le Chapitre précédent indiquent 
que cette équation a trois racines réelles, l’une négative 
supérieure à — 4, et les deux autres positives comprises 
entre 1 et 2; on arrive facilement aux mêmes résultats 
dans le cas dont il s’agit, par le moyen des substitutions. 
Substituons d’abord des nombres entiers; les trois nom- 


bres 


donnent les résultats 
+ 13, ce FRS AL 
d’où l’on tire les différences premières 
— 6, —6, 
et la différence deuxième 
0 


la différence troisième étant constante et égale à 6, nous 
formerons avec les résultats qui précèdent le tableau sui- 
vant : 


(*) Cette équation est l’une de celles que Lagrange a choisies pour exem- 
ples dans la Résolution des équations numériques ; elle se déduit de l’équa- 
tion z°+ 2? — 2z— 1 — 0 que nous avons considérée au n° 101, au moyen 


» X— 9 
de la transformation z — 





L— I] 
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! u Au Au A 
— À — 29 30 — 18 + 6 
25:39 CR +12 — 12 + 6 
159 1113 0 L236 + 6 
ET +13 — 6 0 + 6 

0 Sr 7 — 6 + 0 + 6 
+ I + I 0 +12 + 6 
ES ET +12 +18 + 6 
SR +13 


Les valeurs deu, Au,..., qui répondent à x = r, sont 
positives ; donc 1 + 2 ou 3 est une limite supérieure des 
racines ; pareïillement les valeurs de u, Au,..., qui ré- 
pondent à x — — 4, sont alternativement positives et né- 
gatives ; donc — 4 est une limite inférieure des racines. 
L’inspection du tableau montre que la racine négative est 
comprise entre —4 et —3, mais elle ne fait rien connaître 
à l’égard des deux autres racines ; remarquons cependant 
que si nous n'avions aucun renseignement sur la nature 
de ces racines, les résultats précédents nous porteraient à 
penser qu’elles doivent être comprises, si elles sont réelles, 
entre 1 et 2, et nous serions ainsi conduits à opérer de 
nouvelles substitutions dans l'intervalle de ces deux 
limites, comme la méthode de Sturm ou celle de Fourier 
en démontre la nécessité. 

Nous substituerons donc en deuxième lieu des nombres 
croissants par dixième entre 1 et 2. Les formules du 
n° 158 donnent 


d U = 0,1 AU, — 0,045 Au + 0,0265 4° Up 
04 = 0,01 Au; — 0,009 Au, 


d'y — 0,001 À us, 
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Si donc on prend x, = 1, on aura, d’après le tableau 
qui précède, 
HE NA, OS NA = + 12) Au, = + 6, 
d’où 
du — — 0,309, d'u — + 0,066, du — 0,006. 
Nous remettons la caractéristique À au lieu de d, et nous 
construisons Île tableau qui suit en partant des données 
M 1,0, 014 —"r,000, MA —— 0,300: 
Mu— +0,066, Au — + 0,006. 





Le u Au Au A2 
1,0 + 1,000 — 0,369 + 0,066 + 0,006 
1,1 + 0,631 — 0,303 + 0,072 + 0,006 
1,4 + 0,328 — 0,231 + 0,078 —+ 0,006 
IS —+ 0,097 — 0,193 + 0,084 + 0,006 
1,4 — 0,056 — 0,069 + 0,090 + 0,006 
19 — 0,125 + 0,021 + 0,096 + 0,006 
1,6 — 0,104 + 0,117 —+ 0,102 + 0,006 
13 + 0,013 + 0,219 + 0,108 + 0,006 
1,8 + 0,232 + 0,327 OST ANA ITS nn Ne 
1,9 + 0,559 DÉMO UUD DNS RSR OM ll et mie 
2,0 a LAN AE ri GR E CENEnRNNE MCE 1e à 


On voit que l'équation proposée a deux racines posi- 
uives, l’une entre 1,3 et 1,4, l’autre entre 1,6 et 1,7. 

Si l’on veut resserrer les limites de chaque racine, il 
faudra substituer des nombres croissant par centième. 
En prenant x, — 1,3 on a, d’après le tableau précédent, 


U—=+0,097, Auw—— 0,153, A'u;—+0,084, Au, —0,006, 


et on en conclut 


d4——0,018909, d'w—+0,000786, du — 0,000006; 
I. ge 
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prenant, en second lieu, x, — 1,6, on a 
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Uy—=—0,104, Auy—<+0,117, Au—+#+0,102, Au,—0,006, 
ce qui donne 


duy— +0,007281, d'w—+0,000966, d'u, —0,000006. 


Au moyen de ces résultats, on peut construire les deux 
nouveaux tableaux qui suivent, dans lesquels on a rétabli 
la caractéristique À au lieu de d. 





L'3 u Au Au Mu 

1,30 | +0,097000 | —0,018909 | +0,000786 | +0,000006 
1,31 | +o0,0780g1 | —0,018123 | +0,000792 | +0,000006 
1,32 | +0,059968 | —0,017331 | +o,000798 | +0,000006 
1,33 | +0,042637 | —0,016533 | +o,000804 | +o,000006 
1,34 | +0,026104 | —0,015729 | +o,000810 | .......... 
1,39 |:+0,010375:| —0,014919%| MERE ONE 
1,,30 |. —0,004944:| 4444.46 he USE CO 
@ u Au Au Mu 

1,60 | —0,104000 | +0,007281 | +0,000966 | +0,000006 
1,61 | —0,096719 | +0,008247 | +0,000972 | +0,000006 
1,62 | —0,088472 | +0,009219 | +0,000978 | +0,000006 
1,63 | —0,079253 | +0,010197 | +0,000984 | +0,000006 
1,64 | —0,06g9056 | +0,011181 | +0,000990 | +0,000006 
1,65 | —0,057875 | +o,o12171 | +0,000996 | +-0,000006 
1,66 | —0,045704 | +o0,013167 | +0,001002 | +-0,000006 
1,67 | —0,032537 | -Lo,014169 | +0,001008 | +o,000006 
1,68 | —0,018368 | +o,015177 | +0,001014 | ......:... 
1,69, | —0,003101 :l-H0,016107/1; ….....1 0 RO RS 
1,70 |=H0,0130001 0-00 te. CO CSS 


On voit que la première racine est comprise entre 1,39 
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et 1,36, la seconde entre 1,69 et 1,50; il est évident 
qu'en poursuivant la même marche on pourrait calculer 
chacune de ces racines avec une approximation aussi 
grande que l’on voudrait. 


Methode d 'approximation de Newton. 


160. Lorsqu'une racine d’une équation est séparée, on 
peut resserrer indéfiniment, comme on vient de le voir, 
les limites qui la comprennent, ce qui permet d’obtenir 
la racine avec l’approximation dont on a besoin. Mais le 
calcul devient de plus en plus laborieux ; aussi n'emploie- 
t-on habituellement la voie des substitutions que pour 
déterminer les deux ou trois premiers chiffres, après quoi 
l'on a recours, pour achever le calcul, à des méthodes plus 
expéditives. Parmi ces méthodes, on doit remarquer sur- 
tout celle qui est due à Newton et que nous allons exposer. 
_ Soit l’équation du degré m 


(me 04 


et supposons que l’on connaisse une première valeur 
approchée a de l’une des racines ; si l’on désigne par a+u 
la valeur exacte de cette racine, on aura 


f(a+u)=o 


ou 

Fa) SP a) LE FM a) + + (a) — 0: 

d'où l’on tire 

D rue JG ma 
D AR Gal, 1.2 ÉRPoTRrNaIr 


Si l’on néglige les puissances de u qui figurent dans le 
second membre de cette formule, on aura, avec une ap- 


A2 
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proximation d'autant plus grande que u sera plus petit, 


MAN 
= —- 
f”(a) 
à" 
b— a AKa 
LE CT res 
(a) 
b sera une nouvelle valeur approchée de la racine. On 
peut appliquer le même procédé en partant de cette va- 
leur b, et on en conelura une troisième valeur approchée 


F\b) 


AIN 





(2) Hi 


et si l’on fait 


et ainsi de suite. 

Telle est la méthode de Newton ; elle permet, en géné- 
ral, d'obtenir promptement une très-grande approxima- 
tion, et il est aisé d'apprécier, dans chaque cas, le degré 
de rapidité avec lequel cette approximation augmente, en 
estimant la grandeur des termes négligés dans le passage 
des équations rigoureuses telles que (1) aux égalités appro- 
chées dont on fait usage, 


161. Exemprze. — Soit l'équation x°—9x+7=o 
déjà considérée au n° 159. Nous avons vu que l’une des 
racines est comprise entre 1,35 et 1,36; appliquons la 
méthode de Newton au calcul de cette racine, en partant de 
la valeur approchée 4 — 1,35; l'équation (1) devient ici 


Fa) NAUKA) 2 UNS ENENRS 


U= — > — ——— 1 


Fa) Vafi(a) + 167210) 


et l’on a 
f(a)=—-nx+ 7, f(a) = + 0,010375, 
TAGS 2 Te Ja) 
HT) = Fa) — +4,05, 


RES Ve fl a) 
6 
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comme uw est <T 0,01, il est facile de voir que, dans la 
précédente expression de u, la somme des termes en w? et 
en u* est positive et inférieure à 0,0003 ; si donc on pose 


__0,010375 
MU, 329 


=—10,0007 21 


l'erreur commise sera moindre que cette limite. Nous 
prendrons pour deuxième valeur approchée 


b— 1,3568:; 
et l’on aura 
Ff(b) = 0,00014 15864 32, 
f'(b)=— 1,47728 128, 


= S'(b) — + 4,0704, 
ï 7 er. 7 Me 
6/ (b)= + Le 


on voit, à la simple inspection de ces formules, que f(x) 
devient négative pour x = b + 0,0001, d’où il résulte 
que la racine dont nous nous occupons est comprise entre 
1,3568 et 1,3569. Si l’on désigne cette racine par b + &, 
on aura 


FEB jours FE) f"(b) 


U—= — — © Ut — ——— vw}; 


J'(b) 2f"(b) 2f"(b) 





la somme des deux derniers termes du second membre est 
positive et inférieure à 0,00000003, donc la formule 


__ f(b) _o,00014 15864 32 
TF8) 1,47728128 


donnera la valeur de uw à trois unités près du huitième 


— 0,00009 584... 


ordre décimal, en sorte que la racine demandée a pour 
valeur 


1,35080 58 


avec sept décimales exactes. 
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Complément de la méthode de Newton. 


162. La méthode de Newton ne laisse rien à désirer 
sous le rapport de la simplicité, mais elle exige que l’on 
discute dans chaque cas le degré d’exactitude des résul- 
tats qu'elle fournit, et ainsi elle ne remplit pas la condi- 
tion qu'on doit imposer à toute méthode d’approximation, 
savoir, de donner simultanément une limite inférieure 
et une limite supérieure de la quantité qu’on veut éva- 
luer. Mais il est facile, comme on va le voir, de combler 
cette lacune sans altérer l’essence de la méthode. 

Soient & et 6 > « deux nombres qui comprennent une 
seule racine x, de l’équation 


(1) f(æ)—0. 


Comme nous supposons que cette équation n’a pas de 
racines égales, on peut admettre que les équations 
f'{x)=0o, f'(x) —=0o n'ont aucune racine comprise 
entre æ et 6; s’il en était autrement, il faudrait resserrer 
les limites qui comprennent la racine x,. Lorsqu'on ap- 
plique la méthode de Fourier à la détermination de ces 
limites, on est assuré que notre condition se trouve rem- 
plie, quand la suite des indices que l’on forme, confor- 
mément à cette méthode, commence par les nom- 
bres 1,0, o. 

D’après notre hypothèse, f(x) change une fois de 
signe quand x croît de & à 6, mais f’(x) et f(x) con- 
servent le mème signe. Considérons la fonction 


Si 
(2) Ho =r- Fe 


dont nous nous sommes déjà occupé au n° 143 et qui est 


croissante ou décroissante suivant que f(x) et f(x) 
sont de même signe ou de signes contraires. 
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Si f(x) et f(x) sont de même signe pour x =%x, 

la fonction (x) sera croissante de x = à à x — x, et 

elle sera décroissante de x — x, à x —6; le maximum 
de o(x) est donc o(x,) ou x,, et l’on a 


ri vhalietur (6): 


ou 
Fla) f(86) 
DA —-——— et Lo > 6 — - 
J'(c) F'(6) 
Si, au contraire, f (x) et f(x) sont de signes contraires 
pour x — «x, la fonction o(x) décroîtra de x = «x à 
m7, ebelleicroitra de Z—'x/ x — 6;,en sorte que 





p(x,) ou x, sera alors un minimum; on aura donc 


F\a) | (6) 
Lo La — —— di SU ETES 


J'(a) 

Il résulte de là qu’en appliquant la méthode de Newton 
à l’une ou à l’autre des deux limites & et 6, on obtient 
dans tous les cas des résultats qui sont tous deux en deçà 
ou au delà de la racine et qui, en conséquence, ne peu- 
vent fournir qu'une limite unique. 

Pour avoir une seconde limite, je considérerai la fonc- 
tion 


(3) Y(x)= gx) —M{x — 7, 
où M désigne une constante de même signe que le rapport 


f'(z) 


et dont la valeur absolue soit au moins égale à la 
f(x) 





moitié de la plus grande des valeurs absolues que prend le 
même rapport, quand x croit de & à 6; d’après cela on 
pourra écrire 

blu (x) 
(4) Pres 





— 2M06, 


O étant une fonction de x dont la valeur reste comprise 
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entre Oo et 1, pour les valeurs de x comprises entre æet 6; 
Je poserai en outre 


(5) NN Pt 0 





Nous avons vu (n° 145) que l’on a 


p(æ+h)—o(x) 0 Fr) AE) 


RL ANS Re 
li f(x) ? 
» . La ° ? . , 
e étant une quantité qui s’annule avec h; il en résulte que 
si l’on fait, pour abréger l'écriture, 


A EN 
Ÿ (x) É Fe) — 2M(x — Lo); 
la formule (3) donnera 
V(x + h) —V(x) 
h 





= Ÿ'(z)+n, 


n désignant une quantité qui s’évanouit avec h. 
En vertu des formules (4) et (5), la valeur de Y'(x) 
peut s’écrire comme il suit : 


(6) ÿ(x) = — 2M(1— AO)(x — x); 


et il est évident que la fonction Y(x) est croissante ou 
décroissante entre les limites x = «, x — 6, suivant que 
d'(x) est positive ou négative. 

Cela posé, si f(x) et f/(x) sont de même signe pour 
x = «, on a, comme on l’a vu plus haut, o{x) x, pour 
les valeurs de x comprises entre « et x,; cette inégalité 
équivaut à À <[1; d’ailleurs, dans le cas que nous exa- 
minons, M est négatif, car f(x) et f’(x) sont de signes 
contraires pour x —&; donc l'expression (6) de d'{x) est 
négative, et W(x) décroit quand x croit de & à xo3 on a, 


par suite, ÿ(&,) <Y(x) ou 
To LY (a). 
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M étant <o, si l’on remplace x, par 6 dans le second 
membre de cette inégalité, on aura à plus forte raison 

f(x) 

Lo La — 5 — —M(6— «)°. 

J'(a) 
Si f(x) et f(x) sont de signes contraires pour x = «, 
ces fonctions seront de même signe pour x —6; dans ce 
cas, on a, pour les valeurs de x comprises entre x, et 6, 
o(x) > Lo, ce qui équivaut à À 1. Mais ici, M est po- 
sitif;, par conséquent J'(x) est négative et Y(x) est une 
fonction décroissante. On a donc Ÿ{x,) >> (6) ou 


Lo >> Ÿ(6); 


en remplaçant x, par & dans (6), on aura, à plus forte 
raison, 


> 5 — M(8— «)°. 


Ce qui précède conduit à la règle suivante : 


Soient x et 6 >> « deux nombres qui comprennent une 
seule racine x, de l’équation f(x) — 0 et qui ne com- 
prennent aucune racine des équations f'(x) —0, 
J'{x) = 0; 2M un nombre qui ait le signe du rapport 
FRE M4 À Rs 
Fi(æ) et dont le module soit égal ou supérieur au plus 
grand des modules que prend le méme rapport quand x 
varie entre « et 6. Si l’on désigne par a celle des deux 
limites à, 6 pour laquelle les fonctions f(x), f"'(x) 
sont: de même signe, et par b celle pour laquelle les 
.mémes fonctions sont de signes contraires, on aura 
ces nouvelles limites de la racine x,, 

f (a) f (a) 


di = a — b—a— = M(a —b}, 


f'(a) f'{a) 


dont la première est précisément celle de Newton. Si da 
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fonstion f"(x) varie dans le méme sens, entre les li- 
mites a et b, auquel cas f(x) conserve le méme signe, 
on pourra former le nombre M en divisant celle des 


PR ANT 0. mp4 or ; 
deux quantités k HOUR Si (b) qui a la plus grande va 
leur absolue, par celle des deux f'(a), f'(b) qui a la 


plus petite valeur absolue. 


Le nombre M étant calculé comme nous venons de l’in- 
diquer, il est nécessaire, pour notre objet, que la valeur 
absolue du produit M(a—b) soit inférieure à l'unité; si 
le contraire avait lieu, il serait indispensable de resserrer 
les limites de la racine, avant d’appliquer la méthode. 
Supposons que la valeur absolue de M soit comprise 


I I , . . , 
entre —— et —,, k étant un entier positif, nul ou néga- 
1041 104 


fn" I . . , . . Ê . 
tif, et que — soit la différence des limites primitives & 
10 


et 6 ou a et b. Au moyen de ces limites a et b on calcu- 
lera, comme on vient de le dire, les nouvelles limites &,, 
D; , puis de celles-ci on en conclura deux autres a,, ba, 
et ainsi de suite; si l’on pose généralement 


CONTE à: 
b be. p.? 


en sorte que €, représente la valeur absolue de la diffé- 


rence des limites &,, b, , On aura 


I | l 
, sat 





I 
FE TE TA RE 


€ —— pee de, 
10" 10/41 


formules qui mettent en évidence la loi des approxima- 
tions successives. 


163. Exemeze. — Considérons l'équation 
Ï 
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qui a une racine positive unique, et proposons-nous d’é- 
valuer cette racine. On a ici 


f(x)—= x — 2x — 5, 
Ai CERTES 


1 72 EUPT eee 
mr ÉURESSE 


on aperçoit de suite que f (x) est négative pour x =: 
et qu’elle est positive pour x = 2,1; d’ailleurs f/(x) est 
positive. Nous ferons, conformément à notre règle, 

GR QT ES ND": 
f(x) 3x 
ANIME Te — 2 
sante et elle est égale 0,6 pour x — 2; on peut donc poser 
M = 0,6. Les nouvelles limites ont pour valeurs 


la fonction est constamment décrois- 





0,061 É 
DINAN « 9 b, = a; — 0,000, 
11,23 
et on peut prendre 
712,000 


On a ensuite 


| PORC 0,00500 7375 





< b, — a;— 0,00002 2 
11,16707 5 : F £ Ô 
et l’on peut faire, en arrêtant le calcul à la cinquième 
décimale, 

a = 2,09456. 


Appliquons une dernière fois la méthode de Newton; on 

aura 

0,00011 50686 90816 
11,10154 47808 


b, — 43 — 0,00000 00003; 





2 


43 = 2,09456 — 


en faisant la division indiquée, on pourra compter sur 
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les neuf premières décimales, et l’on aura pour la racine 
demandée 


Lo = 209495 1481 


à une unité près du neuvième ordre décimal, par défaut. 


Méthode d'approximation de Lagrange. 


164. La méthode de Lagrange a pour objet le déve- 
loppement des racines en fraction continue. 
Soit l’équation 


(1) Je) = Act HAS RME Aa PAST FA 0, 
1 


et supposons qu’on ait constaté l'existence d’une ou de 
plusieurs racines positives comprises entre les entiers con- 
sécutifs a et a +1; le cas des racines négatives se ramè- 
nera à celui des racines positives, en changeant x en — x 
dans l'équation proposée. On fera, conformément à ce 
qui a été dit au n° Î, 

I 


TA + — 
Ti 


et on obtiendra la transformée en x; 
AN (A) à (1) m1 (1) (ES 
(DIET, (x) = A, x. LENS CR RE 2 VON 2 Ds mt: 


cette transformée aura autant de racines positives supé- 
rieures à 1 que la proposée a de racines entre a et a +1; 
considérons l’une d’elles et supposons qu’elle soit com- 
prise entre les entiers consécutifs a, et 4; +1, on posera 


I 
LES & —+- TT 
Lo 


et l’on aura la nouvelle transformée 


GS , : m 9) 0m 2) 2 
(3) Alta) = AMAR. 21 A0) S'HASESS 
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laquelle aura autant de racines positives supérieures à 1 


, . . I 
que la proposée a de racines comprises entre a + — et 
1 


I : . £ : 
D. (ln peut poursuivre indéfiniment ces opéra- 
di +1 


tions et chacune des racines de la proposée qui sont com- 
prises entre a et a +1 se trouvera exprimée par une 
fraction continue 


M P 0 ; 
dont les réduites —; —“,..::; fourniront des valeurs de 
{ 2 


plus en plus approchées. 

Quant aux transformées successives (2), (3), etc., cha- 
cune d’elles se déduit de la précédente par une règle uni- 
forme; on a effectivement 





Ae-(-+) 








w +1 
nt 
2 APN n'a a) 
= 27 Mau de (a,) +. Se Tue 
4% +1 
et la transformée en x,,, sera 
LEP mr 
m nŸ y (42) À —- LAS (22) O : 
Lula (au) EE Eur 1 Mes CRE NOT TT UIRRE 


ainsi, l’on aura 


ED 


ï I 7 De 7 


| Fi a , nl a 
AA" FSC au) _7a (On) are Au Ja ( pe) 


Remarquons enfin qu'on peut toujours faire en sorte, si 
on le juge à propos, que l'équation proposée n’ait qu'une 
seule racine comprise entre deux entiers consécutifs; car 
il sufira, pour atteindre ce but, de multiplier toutes les 
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racines de cette équation par un nombre convenablement 
choisi: alors chacune des transformées (2), (3), etc.. 
n'aura qu’une seule racine positive et supérieure à 1. 


165. La méthode précédente serait d’une longueur 
rebutante dans la plupart des cas, si, en la proposant, 
Lagrange n'avait indiqué un procédé très-simple qui per- 
met de déterminer sans tatonnement la suite des quo- 
tients &, &, @,..., lorsque quelques-uns des premiers 
termes sont connus. Voici en quoi consiste ce procédé. 

Soit . la (+ 1)*"° réduite de la fraction continue 


n 


formée avec les quotients a, a;,... (n° 2); la racine x 
dont cette fraction est le développement aura pour valeur 


PA ln ae (LR 
(1) +R ISERE 
nn TT Q, : 
on tire de là 
Q;:: La Pas 
ln — ST 
Pr QE 


ou, à cause de 
P, 1 VAT Q, P,- AT Ke na 
OP: ALL (— LE 


LS À. LE 

Q, Qu(P: — Qu) 
Si l’on remplace x par chacune des racines x, x’, 
x’,... de la proposée, il est évident que la formule 
précédente donnera les racines correspondantes x,, x!, 


" 


x, ,-.. de la transformée en x#,; on aura donc aussi 








es TÈ 02 CAN E ( PH l Le Ji 
1 Q, QP#< 0, 4 
(7 QE (— pi" 

TV + —— ‘ 
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et en ajoutant ces dernières égalités, il viendra 


’ fl 72 \ Q | ( ct le 
Din) ee ; 
(Es ant Fr RTL Por 
ARR ee 





Q, ( Fe tre Nr Ë cn Q: (P, MATE” (re do | } 


Mais, dans la transformée en x,, savoir 


NRA 
A + A CAE RE Te 
A0 
la somme des racines est — 55 On peut donc remplacer 
A 


0 
AT Rraaté LEL 
LA tn par —Æ,"—" dans l'égalité précédente, 
A; 
et si l’on fait en outre, pour abréger, 





il viendra 


x VRP 
(2) M Ph "AN 


Fe LE 
OUT AU CU 





enfin si l’on pose 


CH AN 
(3) ER (m r) SR 
Qh A(” 
on aura 
(— 1}f# 4 
Hé enrts - 2 * 


i i J DES P 
Par conséquent, dès qu'on sera arrivé à une réduite — 


124 


telle, que l’on ait 


(4). MARRON RS 


l'erreur commise en prenant 


(5) tn = 
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I : 
sera moindre que 7 en valeur absolue, et si À a une va- 


leur suffisamment grande, on connaîtra directement, par 
la formule (3), le quotient entier a, contenu dans x,.. 
Ceci suppose que À est connue; mais il est évident qu'une 
valeur médiocrement approchée de cette quantité suffit 


- cé 2 : 
pour notre objet. Or, les réduites G, s'approchent rapi- 


ne 


dement de x, et À diffère d'autant de moins de la quantité 


M'= ! 





I I 
D 2 2 ES CO 
x — x! D'ebr Li De 


que 2 est plus grand; on a d’ailleurs (n° 49) 


TA) RE I I I 








FX) PR PU LS RES A En 


et, pour X = x + h, le premier membre de cette formule 
se réduit, à cause de f(x) = 0, à 


I 





D (x) —- . 
h A 
T1) pere ETES. RE 
expression qui tend vers la limite PE uand À tend 
P 1 : 2 f! (x) q 
vers zéro. On a donc 
1e f"(x) 

Naf (a) 
et à la condition (4) on pourra substituer la suivante 
(6) Q > VE AM. 


Désignons par £ la valeur approchée de x qui répond 
à x, = E,; On aura, d'après la formule (1), 
Pb P, 
TER CS LT PRIE | 

Q; 2 M Qu: 


gx 
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d’où 
PR 


(7) x — Ë ES: & ai Fe ( | ue 4 
n ( °n Q, MES Q, 


le second membre de cette formule (7) diffère peu de Îa 
quantité 





_M 
or 
an Qn 
laquelle donne ainsi la mesure de l’erreur commise quand 
on prend £ pour valeur approchée de x. 

On peut conclure de là que si le développement en 
fraction continue est assez avancé, la formule (3) don- 
nera non-seulement le quotient incomplet a,, mais en- 
core quelques-uns des quotients suivants, et on obtiendra 
ceux-ci en poussant le développement de £, en fraction 
continue jusqu’à une certaine limite qu'il est facile d’éva- 
luer approximativement. Pour cela, supposons qu’on ait 
réduit £, en fraction continue et que lon ait écrit les 
quotients obtenus à la suite de ceux qui ont été déjà trou- 
vés ; prolongeons au moyen de ces quotients la suite des 


» . . 24 È , r + P 
réduites, et soit Q l'une d’elles. Il est évident que de 
l’une des réduites de £; si donc on nomme à le quotient 


!/ 


. . P . , . . 
complet qui lui correspond et que 0 soit la réduite qui 
2. P | 
précède 6’ on aura 


pleins nl fic I pi 
Qc AnQQ : QE 0), 


la formule (7) deviendra donc 


Ë 


P EU = A 
a \ 


TOMATE (. ge Li {a+ GE ) 
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ou, à peu près, 
0 a M 


R 
"à aber re 


Soit maintenant 6 un nombre quelconque, et supposons 


le dénominateur Q de G tel que 


An Q, 


(9) RE Een 


le second membre de la formule (8) sera inférieur en 
valeur absolue à 


! 1 4 dr he: 
il sera donc inférieur à —— si l’on a 


2 Q° 


J I I 24 


—+-<T- où 67 
& 


6 2 œ— 2 





9 


P « ; RE tré 
et, dans ce cas, gra certainement l’une des réduites 
de x (n°8). 


On voit par là qu’à partir de la réduite a le dévelop- 


n 


pement de £, fournit les quotients nécessaires pour pro- 
longer la suite des réduites, jusqu’à ce qu’elles aient 
environ deux fois autant de chiffres que celle d’où l’on 
est parti. Il faut cependant remarquer que cette conclu- 
sion peut être en défaut quand le quotient qui suit celui 
auquel on s’arrête n’est pas supérieur à 2. 


166. Exempze. — Considérons l’équation 
a — DRE. O 


ue nous avons déjà plusieurs fois prise pour exemple. 


QT 
Ut 
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On a 
Fa) £a = 7x +7, 
Fa} Sat 74 


I 

PTE ds 
D f" xs mi 

6 (x) et pe 


L’equation proposée a deux racines comprises entre 1 
et 2; nous poserons 


I 
LT I + —» 
A 


et nous aurons la transformée 
xi— x +3x +1—0; 


celle-ci a une racine comprise entre r et 2 et une autre 
entre 2 et 3; nous considérerons d’abord cette dernière 
racine et nous ferons 

I 

T'; pe =) —- — 

TL 

on a 
fifa) ri — 4x + 3x +5, 


Ji (a) = 3x — 8x + 3, 


A (x) 34 — 4, 
(7 À AS 
GA CNESRT 


en remplaçant x, par 2 dans ces formules, on aura les 
coefficients de la transformée en x, ; celle-ci est 


Zi + LS — 23 —I1—0. 


La racine positive x, est comprise entre 1 et 2, on fera 


donc 
I 
LA de AE Poe D PE 
u 


23. 
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on à 
Jar) = xË + &i — 22% — 1, 
Fi (a) & 3x2 + aœitna, 


I #1, + 
= h (A) = 3% HA, 


Léa), 


et la transformée en x, sera 
3 2 LEE 
Li — 3x5 — 4x; —1 — 0. 


La racine positive est comprise entre 4 et 5, on fera donc 


12 


On à 
Pl) aa fai, 


JE (ts) qe 3x; — 6x, — 4, 
_f, (x) = 323; — 3, 


5 {te ns rs 


6 3 
, à , , 
d’où résulte la transformée en x, 
3 2 2 Be 
LT 200,207, 7 Te 


Maintenant l’opération est plus avancée qu’il n’est né- 
cessaire pour pouvoir appliquer le procédé abrégé de 
Lagrange, et déterminer les quotients sans tâtonnement. 
Formons d’abord les réduites qui répondent aux quo- 
tients que nous avons obtenus 
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La formule (2) du n°165 donne, en l’appliquant ici 
au cas de n = 4, 
3 20 A 


LD — — —# ; 
I I 142? 


la quantité A diffère peu de M ou de Ve 


de s’assurer que M est inférieur à 3. La somme des deux 





. et il est aisé 


; $: 20 : : FA ! 
fractions ne es fournit le cinquième quotient 20; en 


outre, on a 
19% + 4 
NS, 93 EU e 
142, + 3 


et si l’on prend pour x, la valeur 


143 
RE LÉ: 
7 


+ 20 —= 


31 


on obtiendra une valeur de x, savoir : 


2745. 
2023 





© 


ERTENL 14 — 0,0000002, El, par 


conséquent, si l’on réduit cette fraction en décimales, on 


dont l’erreur sera environ 
2, 


obtiendra un résultat dans lequel les six premiers chiffres 
décimaux seront exacts; on trouve 





2745 | 
ee | 3568 56 ©. 
2023 1 9909 4 
et les six premières décimales sont effectivement celles 

que nous avons obtenues au n° 161. 
Si l’on veut poursuivre le développement en fraetion 
continue, on fera 


b Ï 
l =120 + ao D 
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384 AUTr , 
et on formera la réduite = 583” qui répond au quotient x; ; 


puis, des équations 


Jia) ee as 202. 7 9%: ce I, 
F,(t)= 3x — fox — 9, 


I 
34 MA ES -r 20, 


As 


NE 


on conclura la transformée en x;, savoir . 
1617} — 391xi — fox; — 10; 
la formule (2) du n° 165 donnera ensuite 


, 4 391 Lo 
ab: à Pa : Pour 1 





d’où il résulte que le sixième quotient est égal à 2; en 
outre, On à 

…. 3642; +19 

__ 283x, + 14° 


et si l’on prend pour x; la valeur 


20 * Bu 119721, 
283 101 ‘51223 ? 


on aura une valeur approchée de x dont l'erreur sera 
inférieure à 
3 
4 X 283" 


Si l’on applique la même méthode au calcul des deux 
autres racines de l'équation proposée, on obtiendra les 


SECTION I. — CHAPITRE VIT. 359 


résultats suivants : 


Y 
RÉ y MES O,, L'=I+—-) 
æ, 
13 1? f 1 ï 
x — 4x" + 3x +1 —o, L'—I+ +) 
{ 1 i 1 x, 
13 1? ! ' I 
TU— V0, — LH) +1 —=O, DID 2 à 
2 2 2 2 x 


1 r? Rs + D pi 
PA OZ, At) 1 — 0, a =h+—, 





3 
T , 
x! — 20%! — ox —1 —0 vh=—E ir 
4 ; 4 Que Tr Ni VAL LU 
13 " 7 I 
2— 7x" + —=0, |— x" —3 +, 
1 
2" — 907" — ox" 1 — 0 = à 
De sl Je, SNERLRR l'E tS 


On voit que les trois racines x, x’, x” conduisent à 
une même transformée, et, en conséquence, les fractions 
continues qui expriment ces racines se terminent par 


les mêmes quotients; on a 
L | ! 
DE — ZI + ————————— 
I Ï 
TARENAER RIRE 
I I 
ETS 2 + 
I 
4 LEURS. mn + 3 


Da TL, 


nt 3 + 


x, désignant la racine positive de l'équation 


3 2 : se 
Zi 20T, + OT; — 1 — 0. 


Nous étudierons dans la suite de cet Ouvrage les équations 
qui possèdent cette propriété remarquable. 


167, Dans un Mémoire qui fait parte du tome 1°" du 
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Journal de Mathématiques pures et appliquées, M. Vin- 
cent a fait connaître une belle propriété des fractions 
continues, et il en a déduit, pour le calcul des racines 
réelles des équations, une méthode qui procède à la fois de 
celle de Lagrange et de celle de Newton ; nous croyons 
devoir établir ici la proposition sur laquelle repose cette 


méthode. 


Tuéorime. — Étant donnée une équation f(x) = 0 
qui n'a pas de racines égales, si l’on fait successivement 
BLEREN CR UR PRe L3—= A +—gre.., 

Ti La sk 

4, &i, @:,..., étant une suite illimitée de nombres entiers 
posilifs quelconques, après un cerlain nombre de trans- 
formations, il arrivera toujours que les transformées suc- 
cessives n'auront que des permanences ou qu'elles n’of- 
Jriront qu'une seule variation. 

Le second cas se présentera si l’une des racines de 
l'équation proposée est la limite de la fraction continue 


(x) A + ———— 


le premier cas aura lieu au contraire si aucune des ra- 
cines n'est égale à cette limite. 


Pour démontrer ce théorème, formons les réduites de 


’ à M. P, J 
la fraction continue (1}, et désignons par G. celle qui oc- 


n 
cupe le (7 +1)*" rang; le quotient qui répond à la 
DRRRRP}.} : Sc ; : 

réduite — étant x,, il est évident que l’on obtiendra direc- 
n 

tement la n°" transformée en posant, dans l’équation 
# (x) = 0; 

J Fe Th + Par 


(2) 4 Q, Tr + Qu ; 
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formule d’où l’on tire 
(3) = 


Soient «, 6, 7,... les racines de l’équation proposée, 
EL ny ns Yns-.. les racines de la transformée; cette trans- 
formée sera, en écrivant x au lieu de x,, 


(T — an)(x —6:)(z —y)..,—0, 


et chacune des racines &,, 6,,... sera liée à la racine 
æ, 6,... correspondante par la relation (2) ou (3); on a 


donc 
pe 
——— — x 
(1 RER QE 
(4) Fes PO, 
Q, P, 
Œ — — 


LI LA # . P: 
Si & est réelle et que les réduites — convergent vers 


n 


cette racine, il est évident que «, sera une quantité posi- 


. . e » . P . . . , 
tive; mais si les réduites — ont une limite différente 


n a 


de «, quand n sera suflisamment grand, les différences 


VE Û P n 


(04 
| $ Eu ; Q, 


seront de même signe, et en conséquence la quantité «, 





sera négative. 
Si à est imaginaire, soit 


ap +qV—1, ou pa + QnV— A, 

on autra 
Pi hs 
the 6 7 et va Wrl 


} 
Pn + GNT — O MMOG si Lu | 
y su P—I\—1 


» 
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et, en changeant Ÿ— 1 en — YŸ—:, 


Pr 











———— — }) + ru 
l'ENA EE Q> QT ; 1 V ; 
Pa — GQRNTAIZ — F6," P, 7 TOP 
LU ra ue + q Eve 
Q, 
en ajoutant entre elles les deux formules précédentes on 
obuüent 
Pa ÉUMS | abs, PME à 
—p—QN—r pp +q Vi 
ni Pr ie Qu Qu QE 
2 Pa = — DR Se 2 
Êe A Peut er) EN En ENtEES 
Q, Q, 
ou 


2 JL | : P, ÿe =) | I #2 i=) ; 
g+l-(2+) pl fe 2 
Pr = — Qu . \Qx Qi 4 (a. Qu d 
RE de Q, | P, 1 k. 
Er ps ET + q° 


pour les valeurs de 7 qui surpassent une certaine limite, 








year AP Ris CEA . 
la quantité - ( — =) sera inférieure à g°, et l’on 


4 \@ OQ 
voit que p, sera négative. 

Si donc x est suffisamment grand et que la fraction 
continue (1) ne représente pas le développement d’une 
racine de la proposée, la n°”* transformée n’aura que des 
racines de la forme —gou—g+th VER g étant posi- 
uf. Les facteurs du premier membre qui répondent aux 
racines réelles seront de la forme x + g et les facteurs 
réels du deuxième degré qui répondent à deux racines 
imaginaires conjuguées auront la forme 


x? + 2gx + (g? + k?); 


il est évident que le premier membre de notre transfor- 
mée, qui est le produit de tous ces facteurs, n'aura que 
des permanences. 
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Il convient de remarquer que les racines réelles ou ima- 
ginaires des diverses transformées tendent de plus en plus 
vers l'égalité. Effectivement, si l’on divise la formule (4) 
par celle qu’on en déduit en changeant « et, en 6 et 6,, 
on aura 








Pr P, 
MR ln 
nt es (6 A4 Q, 
CREME VIUEE LACS | SINURSS 
6n P; B;34 e 
— — (9 À ——— 
Q, Qu 
de a q tree + 
et comme de et 0 tendent vers la même limite, on voit 
n—1 ñn 
que l’on a 
li Xn 
OR 1 
6, 


On arrive au même résultat en considérant la différence 
æ, — 6, qui a pour valeur 


Znie 6n — 23 


ainsi, en particulier, si la proposée et les transformées 
successives ont des racines imaginaires, la partie imagi- 
naire de ces racines tendra vers zéro. 

Supposons maintenant que la fraction continue (1) 
tende vers l’une des racines & de l’équation proposée. 
Alors la 2°"° transformée aura une racine positive unique, 
æ,, Si n est suffisamment grand; il est d’ailleurs évident 
que tout ce que nous venons de dire précédemment s'appli- 


f(x) 


+ ha: 





quera à l’équation = 0. Par conséquent, dans le cas 


qui nous occupe, les racines de la transformée de rang n, 
autres que la racine positive «,, pourront être représen- 
tées par 


EUR rte 1), ef: PF &:) Cu — g (1 LE éd), 
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g étant un nombre positif, et €,, €»,..., €_1 désignant 
des quantités réelles ou imaginaires dont les modules 
peuvent devenir plus petits que toute quantité donnée. 
Le produit des facteurs linéaires qui répondent à-ces 
racines sera donc 


(5) (r+g) +H(E ga E, gras +... + Eng"), 


E,, E:,..., E,,_, étant des coefficients réels qui peuvent 
devenir moindres que tôut nombre donné. Posons 


(x + gp} = Go L'eluan s E G, dr DU, be Grace Tir LÉ ts PA € 


\ 


on aura 
Gear, Ghi=l} 
el 
GEST EN "IT 
MONS Per, 





l'expression 5) se réduit alors à 
(6) G, am) 1e (Gi e Ever ah le (Ge: ze Eh here 
et l’on pourra faire 


dote Ex: 2 Giss + Chi — LAC 1 + és 

Gx + Ey Gy d'a “ 

ya étant un nombre réel qui peut devenir moindre que 
toute quantité donnée en prenant » suffisamment grand. 
Désignons maintenant par (À — 1)g la racine positive de 
notre transformée; il est évident que cette transformée 
s’obtiendra en égalant à zéro le produit du polynôme (6) 
par x — (À —:1)g; on a, à cause de G = 1, 


°m m 
a + (+ e à) Go ga É + © — 1) (G +E,) gr +, 


/ 





mi 
+ (= + En — :) (Gr En) 875 0x 


th ezx A1 
Ge (à 771 1) (Er ie En) ii — O. 


Le premier terme de cette équation a le signe + et le 
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dernier terme a le signe —; d’ailleurs, les quantités e;, 
Caye..s E1, E:,... peuvent être supposées aussi petites 
que l’on voudra, et si le coefficient de l’un des termes 
compris entre le premier et le dernier est nul ou négatif, 
il est évident que tous les coefficients qui suivent seront 
négatifs. L’équation (7) n’a donc qu’une seule variation, 
ce qui achève la démonstration du théorème énoncé. 

Ainsi que l’a montré M. Vincent, le théorème précé- 
dent suffit pour opérer la séparation des racines, sans 
que l’on soit obligé d’en déterminer le nombre à priori, 
ou de leur assigner des limites, pourvu qu’afin de s’épar- 
gner des essais inutiles on fasse un usage convenable du 
théorème de Budan; maïs nous renverrons au Mémoire 
de l’auteur, pour le développement de cette méthode. 


Du calcul des racines imaginaires. 


168. La méthode qui a été exposée au n° 147 permet 
non-seulement de séparer les racines imaginaires d’une 
équation, mais encore de resserrer indéfiniment les limites 
qui comprennent, soit la partie réelle de chaque racine, 
soit la partie multipliée par l'imaginaire : ou Vÿ— 1. 

Lorsqu'une racine imaginaire est ainsi connue avec une 
certaine approximation, on peut en obtenir des valeurs 
de plus en plus approchées au moyen de la méthode de 
Newton, qui n’est en aucune façon bornée au cas des ra- 
cines réelles. Effectivement, si z, est une première valeur 
approchée d’une racine simple z de l'équation 


(1) DCR EE 0 


et que Zo + u soit la valeur exacte de cette racine, on 
pourra poser 


(2) Es u f'(2) + f" (a) À « + à 3 Ov 


366 COURS D ALGÈEBRE SUPÉRIEURE. 


d'où 


'Hte L (25222 
et on aura, avec une approximation d'autant plus grande 
que le module de u sera plus petit, 


F(z)., 
TT Fif5 0 
(2) 
mais il sera nécessaire d'examiner, dans chaque cas, le 
degré d’exactitude que peut fournir la précédente formule, 
et cette discussion ne sera pas toujours exempte de diffi- 
cultés. 
Posons 


DTA HI if F(2)  p(æ, nr} QATAR 


et désignons par Æo + yo la valeur approchée z, de la- 
quelle on part : le problème dont nous nous occupons a 
pour objet de calculer l’une des solutions réelles (x, y) 
des équations simultanées 


(2) p(ar) 0, Ÿ(x 7) —o, 
connaissant des valeurs approchées x, et y, de x et y; 
or je dis que la même méthode peut être appliquée aux 
équations (2), quels que soient les polynômes w(x, y) 
etŸ (x, y). Désignons en effet par 

Lt EMT —=Y En 


les valeurs de x qu’on se propose de calculer : on aura, en 
employant ici la notation dont nous avons déjà fait usage 
au n° 89, 


o(x, ÿ) = (2; Yo) Frs ED;p(Z0 Yo) +nD,p(2, Jo) He... 
Y(x, 7) —= ÿ(%; Ys) si ED, Ÿ (x T0) + nD,Ÿ(x 70) me | . 


si donc £ et x sont des quantités assez petites pour qu'on 
puisse négliger leurs carrés et leur produit, on aura 
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| approxim ativement 
E D,9 ESS y) on D,o(zs, To) = — p(%0; a HÈE 
E Dev (Ts Yo) + nD,Ÿ(2x, Ni=TrY(r Ya 
d'où 
RE p (Toy Vo) D,Ÿ (0, Yo) — Ÿ(Tos Yo) D, 9 ®(Zos Yo) : 
D,+ (2%; Tv) D,+ (to Pol , (To; Yo) D:Ÿ (Los Yo) 
jee Ÿ (Los Po) D: (To; Vo) — 9( Los Yo) Ds Ÿ (To, Yo) : 
Dep(ro Jo) D, (20 Jo) — 9 (Los Yo) Dr Ÿ (To 70)? 


il est évident que ces formules ne pourront être d’aucun 
usage, si la solution que l’on considère est une solution 
multiple des équations (2). 


169. La méthode que nous venons d'indiquer exige des 
calculs très-laborieux, et, au lieu de l’employer, il sera 
souvent plus simple de recourir à l’élimination, comme 
on va le voir dans l’exemple suivant. Proposons-nous de 

calculer les racines de l’équation 

(1) Z—z+1—0 

qui toutes les quatre sont imaginaires. Si l’on pose 

Zz—=x+7yV—1, cette équation se décomposera dans les 

deux suivantes : 

Ge) Ga fat à) — (fe +2 1) — 0 

(3) JT4x(y?— 2) +1]=o, 

et en supprimant de l’équation (3) le facteur y, on aura 
L 


(4) Rev ER 


portantensuite cette valeur de y * — x° dans l'équation (2}, 
il viendra 
G4x$ — 162 — 1 — 0; 
enfin, si l’on pose 


(5) x =", 
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cette derniere équation deviendra 
— Ât—1—= 0. 


Les substitutions donnent les résultats suivants : 


é É— kl—i 
2 — I 
3 +16 
21 — 0,139 
2,2 + 0,848 
2,11 — 0,046069 
ATOS + 0,048128 


d’où il suit que la seule racine positive { est comprise 
entre 2,11 et 2,12. Une première application de la mé- 
thode de Newton donne les nouvelles limites 2,1149 et 
2,1150; une deuxième application fournit la valeur 
2,11490794 avec huit décimales exactes. La formule (5) 
donne ensuite, avec le mème degré d’approximation, 


ver 0,72713603; 

enfin la formule (4) donne les valeurs 
YEN MBOOIA25: 
Y=2200,93400929; 

on à ainsi, pour les racines demandées, 

2— + 0,72713603.. .H0,43001425. VER) 


2— — 0,72713603...—0,93409929...V— 1. 
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SECTION Il. 
LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 





CHAPITRE PREMIER. 
THÉORIE DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 





Des fonctions symétriques. 


170. Lorsqu'une fonction de plusieurs quantités ne 
change pas quand on échange entre elles, de toutes les 
manières possibles, les quantités qu'elle renferme, cette 
fonction est dite symétrique. Nous ne nous occuperons 
ici que des fonctions symétriques rationnelles. 

Les coeflicients d’une équation algébrique sont des 
fonctions symétriques des racines de cette équation; ce 
sont même les fonctions symétriques les plus simples, 
en ce sens que chaque racine n’y figure qu’au premier 
degré. S'il s’agit, en effet, de l'équation 


M Pit Ep EE, Prat 5 Pms Os 
et que a, b, c,..., k, Z désignent les m racines, on sait 
que l’on a 
Qa+b+c+.. +k+IZ= —p;, 
ab+ac+...+ Al= p;, 


nf 
Nous allons montrer comment on peut trouver l'ex- 
pression d’une fonction symétrique et rationnelle quel- 


24, 
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conque des racines d’une équation, et celte recherche 
nous conduira à ce théorème important : 


Toute fonction rationnelle et symétrique des racines 


d’une équation peut s'exprimer rationnellement par les 
coefficients de cette équation. 


Examinons d'abord à quoi peut se réduire la recherche 
de la fonction râtionnelle et symétrique la plus générale. 
Toute fonction rationnelle non entière est Le quotient de 
deux fonctions entières, en sorte qu’il n’y a lieu de s’oc- 
cuper que des fonctions symétriques entières. En outre, 
toute fonction symétrique entière non homogène est 
la somme de plusieurs fonctions symétriques homo- 
gènes; tout est donc ramené à établir des règles pour 
calculer les fonctions symétriques rationnelles entières et 
homogènes ; enfin, une pareille fonction symétrique en- 
tière et homogène peut contenir des termes où Îles expo- 
sants des lettres, tout en ayant la même somme, ne 
soient pas égaux chacun à chacun : dans ce cas, la fonc- 
tion est la somme de deux ou d’un plus grand nombre de 
fonctions symétriques de même degré, mais différentes, 
et que nous calculerons séparément. De tout cela il ré- 
sulte que nous pouvons nous borner à considérer les 
fonctions symétriques rationnelles, entières et homo- 
gènes, telles que les exposants des lettres soient les mêmes 
dans deux termes quelconques; toute fonction de cette 
espèce sera définie si l’on donne un seul de ses termes, 
ainsi que toutes les lettres qui entrent dans sa compo- 
sition. Cela posé, nous appellerons fonction symétrique 
simple ou du premier ordre, une foncüon symétrique 
rationnelle, entière et homogène, dont chaque terme ne 
contient qu'une seule lettre; fonction symétrique double 
ou du deuxième ordre, celle dont chaque terme renferme 
deux lettres, et ainsi de suite. Les fonctions symétriques 
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simples de plusieurs quantités ne sont autre chose, comme 


on le voit, que les sommes des puissances semblables de 
ces quantités. 


Formules de Newton pour le calcul des sommes de puis- 
sances semblables des racines d’une équation. 


171. Soit l'équation 
PR pit hip DE) 0, 
que nous représenterons aussi, pour abréger, par 
DC à à 


et dont nous désignerons par a, b,c,...,k, { les m ra- 


cines. Soit, en outre, X’ la dérivée de la fonction X ; on 
aura 


X'= mat + (nm —1) par +. 2 Pma Z + Pme 
On a aussi, par un théorème connu {n° 49), 


X X »,€ 
x'— + fe ER 
X—4a zx — b REY 








et l’on trouve, par la division, 





X _— 
Anita lai ba, [ar s+as AE a 
RU + Pi + pa + pa? + pa"? 
+ P: + Pa 4 pad 
+ D; AA 
+ Pm-.2 4 
+ Pm-1 : 


Si, dans cette dernière équation, on remplace a succes- 
sivement par chacune des autres racines, et qu'on fasse 
généralement 


Sa == a" + bo +, + A+ Er, 
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on aura, en ajoutant tous les résultats, la valeur sui- 
vante de X/, 


X'= mais, ATP LH 6, AMI + Sa APE + Sp 


mp; + Pis: + PS2 + Pi Sms 
“+ MP: + Pis: + Pa Sms 
+ mp; Rs ee 
d + Pm-1 $; 
+ MPm_4. 


La comparaison de cette valeur de X' avec celle écrite 
plus haut fournit les relations suivantes : 


SIA = ie 
Sa + PiSi +2P2—= 0; 
(1) L ss + pis + pas + 3ps —=0, 


Sn Fr Pi $m_—2"+ Pa Sn—3 Hess Pn-2 Si + (me — 1) Pm=1 +0: 


La première de ces formules fait connaître s, ou la 
somme des racines, la deuxième fait connaître s, ou la 
somme des carrés des racines, et ainsi de suite, jusqu’à la 
dernière qui fait connaître s,_. On trouve de cette ma- 
nière ; 


$, — — Pis 

Sa Pi — 2P2 

$3= — pi + BPiP: — 3Ps) 
4 Pi — Pi Pit Épips + 2p3— ps; 
S5—= — pi + — Ps }s 


0». « 6... e 0. ee » CARE 20 Ps ou 


Voici maintenant comment on peut obtenir les sommes 
de puissances semblables, dont le degré surpasse m — x, 
et celles dont le degré est négatif. Soit 7 un nombre en- 
tier positif, nul ou négatif, et multiplions l’équation pro- 
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posée par x”; elle deviendra 
LT A HD: anni + P: ann +... + Dei ar! + Pm z'—= 0. 


Remplaçons successivement x par chacune des racines 


a, b, c, etc., et ajoutons tous les résultats ; on aura 
Led 


Smtn EF Pi Smtn—1 + Pa Smen=r ee + Pme Sn41 + Pn$n = 0: 


En donnant à n les valeurs o, 1, 2, etc., et observant que 
So = M, on obtient les relations suivantes : 


Sm + PiSmi + PiSme2 He es + Pme Si + MPm = O0; 
(2) Sm+1 + PiSm  F PaSmi oc + Pmni Sa + Pn$i = 0; 
’ 


Smkr À Pi Smæi + Pam Hecs + Pmni83 + PnmSsi —=O; 


Les sommes 51, 5,..., 5.1 étant connues par les for- 


mules (1), la première des formules (2) déterminera s 
la deuxième 5,41, et ainsi de suite. 


nm) 


Il importe de remarquer que les valeurs des sommes s;, 
S2, etc., ne contiennent dans leur expression aucun dé- 
nominateur, et que si les coefficients p;, p2, etc., sont des 
nombres entiers, les sommes $,, s,, etc., sont aussi des 
nombres entiers. 

Réciproquement, si l’on connaît m sommes de puis- 
sances semblables, par exemple 5, 5:,...,5», on pourra 
déterminer les coeflicients p1, p2, etc., à l’aide des for- 
mules (1) et (2), qui ont été données, pour la première 
fois, par Newton. 

Pour calculer les sommes de puissances semblables 
des racines à exposants négatifs, il suffit de donner au 
nombre #7, que nous avons introduit, les valeurs suc- 
Cessives —1, —2,—3, etc. ; mais à l'égard de ces sommes 
de puissances négatives, le moyen le plus aisé de les 


0 A I 2 0 
trouver consiste à changer x en -— dans l'équation pro- 
A 


posée, et à calculer ensuite les sommes de puissances 
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semblables à exposants positifs, des racines de l’équation 
transformée. 

On peut remarquer qu'en appliquant les formules (1) 
et (2) au cas de l'équation binôme x”— 1 — 0, on re- 
trouve immédiatement les résultats que nous avons obte- 
nus au n° 106, par une voie différente. 


Usage de la division algébrique pour le méme objet. 


172. On peut employer, pour calculer les sommes des 
puissances semblables des racines d’une équation, une 
autre méthode qui n’exige qu’une simple division algé- 
brique. Soit toujours 

=D 
une équation ayant pour racines @, b, c,..., k, L. Si X’ 
représente la dérivée de X, on a, comme précédemment, 
APS NT I 


aus htc to rem 











La fonction 





est développable en une série con- 


a 


vergente ordonnée suivant les puissances négatives et dé- 
croissantes de x, pour toutes les valeurs de x dont le mo- 
dule est supérieur au module de a; on trouve, par la di- 
vision, 


2 


I I a a? 
PE en eee ee 
TI — a TL D TS 





donc, en remplaçant successivement a par chacune des 
autres racines, et ajoutant ensemble tous les résultats, 
on aura 


ou 
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Pour le calcul numérique, il sera plus commode d’é- 


eu » . LA 
viter les exposants négatifs : on changera alors x en -» 
2Z' 


: X’ Z 
et la fraction —— prendra la forme Fi Z, et Z étant des 


fonctions entières de z; On aura 


Z: 


pal Lure TS + 822 +..., 


et l’on obtiendra toutes les sommes 5,, 5, etc., par la 
division des polynômes Z, et Z que l’on ordonnera sui- 
vant les puissances croissantes de z. * 

On peut trouver de la même manière les sommes s_,, 
S_», etc., des puissances semblables à exposants néga- 





üfs. Effectivement, la fonction 


est développable 


LI — 4 
en série convergente ordonnée suivant les puissances 
croissantes de x, pour toutes les valeurs de x dont le mo- 
dule est inférieur au module a, et l’on trouve, par la di- 
vision, 





I LE a «S \ 
_. RUE n eut 
T—a a a° a 

donc, en remplaçant successivement a par chacune des 
autres racines et en ajoutant les résultats, on aura 


li 


X 


71 





= Si HS TC +S_ 3x +... CRE 2 


On obtiendra donc les sommes $_,, $_,, etc., en ordon-. 
nant les polynômes — X’ et X suivant les puissances 
croissantes de x et en effectuant ensuite la division du 
premier polynôme par le second. 

Le principal avantage de cette seconde méthode fondée 
sur la division algébrique consiste en ce que l'on peut 
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en déduire facilement, comme on le verra plus loin, 
l'expression générale de s, ou de s_, en fonction des coef- 
ficients de l’équation proposée. Les formules de Newton 
ne conduiraient que péniblement au même résuliat. 


Détermination des fonctions symétriques doubles, 
triples, etc., des racines d’une équation. 


173. Les formules établies au n° 171 permettent de 
calculer successivement les fonctions symétriques dou- 
bles, triples, etc., des racines d’une équation. 

Soient a, b, c,..., k, l les m racines d’une équation 


X —=.0 


de degré m, et considérons une fonction symétrique 


double, dont un terme soit &“b°; la fonction dont il s’a- 
git étant déterminée quand on en connaît un terme, nous 


r > r œ 6. ) 
fa représenterons, pour abréger, par Sa b°, et nous 


continuerons de désigner par s, la somme des puissances 
aièmes de toutes les racines. 

Cela posé, si lon multiplie entre elles les deux som- 
mes $, el 5, on obtiendra un produit qui sera évidem- 


: 14 Fe «16. 
ment la somme des deux quantités s,. , et br b°; on 


a donc 


(x) D a* b$ — Su Se—— 54 pe 


On voit que toute fonction double DC b est expri- 


mable, sous forme rationnelle et entière, par les coeffi- 


e ? 7. 4 La LA e . 
cients de l'équation proposée, puisque 5,, s, et s le 


a +6 
sont; en outre, si les coeflicients de l'équation sont des 


. LA M" . . 
nombres eutiers, D a* b° sera aussi un nombre entier. 


… 
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La formule (1) n’a plus lieu quand 6 = x; on voit, en 


effet, que si 6 devient égal à &, les termes de SR b° 
seront égaux deux à deux, en sorte que cette quantité 


se réduira à 22 a* b*; on a donc 


(2) PRE = RE SM es à 
En remplaçant s, ets,, par leurs valeurs, on ob- 


tiendra une expression de Ja b* qui ne contiendra plus 


le dénominateur 2. Cette proposition n’est pas évidente, 
mais nous ne nous arrêterons pas ici à l’établir, parce 
qu’elle résultera, comme on le verra plus bas, des mé- 
thodes proposées par Waring et par Cauchy, pour la 
détermination des fonctions symétriques des racines d’une 
équation. | 

Une fonction symétrique triple, qui renferme le terme 


«76 y A k , x 16 QE L 
a* b° c ourra être représentée par Ÿ a* be, Si l’on 
7 P É P dns 


multiplie la fonction double D, a* b$ par $,, on trouvera 


pour produit 


DE bé ct + Da rr + Dpt, 


on a done 
br La rar Nc 2 Sax tr — V'ac +7. 
FA ses 


Cette formule fait connaître la fonction triple Da b°c?, 


car le second membre ne contient que des fonctions dou- 
bles que l’on sait calculer. Si l’on veut avoir l'expression 
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de la fonction triple, au moyen des sommes de puissances 

Pis U P 
semblables, il suflira de remplacer les fonctions doubles 
par leurs valeurs connues; on trouvera ainsi 


toy 
(3) Dre b PS uses, — Sue Sy Soupe Sy So T2 o+ Ep 


et l’on voit que les fonctions triples s’exprimeront comme 
les fonctions simples et doubles, sous forme rationnelle 
et entière, par les coefficients de l'équation proposée. 

La formule (3) ne subsiste pas, si deux des exposants 
ou tous les trois deviennent égaux entre eux; mais on 
peut en déduire aisément les valeurs des deux fonctions 


D a*b"c et D abc, 


On voit, en effet, que si 6 devient égal à x, Dia” b£ c? 
se réduit à 2 Dao et à 2.3 > abc”, si en même 
temps y devient égal à «; on a donc 


L} re 
(Date (sus, — sous, — 2544 8e + 25204) 


et 


(5) D EE 


(s% EE PUS an re 253%). 


O1 = 


En suivant la même marche, on calculera successive- 
ment les fonctions du quatrième ordre, puis celles du 
cinquième, et ainsi de suite. Il est presque superilu d’a- 
jouter que quand on aura calculé, en général, l'expression 
d’une fonction symétrique entière et homogène du n°" 
ordre, si y exposants deviennent égaux entre eux, il fau- 
dra diviser par 1.2.3...u la valeur qu'on aura trouvée, 
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On voit par là que toute fonction symétrique entière 
et homogène des racines d’une équation peut s’exprimer 
rationnellement par les coeflicients de cette équation, et 
que la même chose a lieu, d’après les remarques faites 
précédemment, pour une fonction rationnelle et symé- 
trique quelconque. 


Méthode de Waring pour calculer une fonction 
, . . EN . , 
symétrique rationnelle et entière des racines d’une 
equation. 
HRul 


174. Waring a indiqué, dans ses Meditationes alge- 
braicæ (*), une méthode par laquelle on peut former 
directement l’expression d’une fonction symétrique et 
entière quelconque des racines d’une équation en fonction 
des coefficients de cette équation. Nous allons faire con- 
naître ici celte méthode, qui, dans un très-grand nombre 
de circonstances, devra être préférée à celle que nous 
venons d'exposer. 

Soit l'équation 


PR D AT pra, SD Eh Dn = 0, 
dont les m racines sont 
ADS CR RARE 


3 2 e , 
et supposons qu'il s'agisse de trouver la valeur d’une 
fonction symétrique et entière V de ces racines. 

Pour plus de clarté, il convient d'imaginer que l’on ait 
ordonné la fonction V de la manière que nous allons in- 
. » L 3 . 
diquer. Désignons par « l’exposant de la plus haute puis- 
sance à laquelle se trouve élevée chaque racine, et, en 


(*) Editio tertia, p. 13. 
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particulier, la racine a dans V ; par 6 l’exposant de la plus 
haute puissance à laquelle se trouve élevée la racine à 
dans la partie de V qui contient le facteur a; par y l’ex- : 
posant de la plus haute puissance à laquelle se trouve 


élevée ce dans la partie de V qui renferme le facteur a“6 ; 
et ainsi de suite, en sorte que À désignera finalement l’ex- 
posant de la plus haute puissance de / dans la partie de V 


qui contient le facteur a“ b$ cl, D'après cela, la fonc- 
tion V contiendra un terme de la forme 


Aa*D$c?... AXE, 


auquel nous assignerons le premier rang; À est une 
constante donnée; il se peut que quelques-uns des ex- 


posants 
M4 Grise ait 


soient nuls; en outre, chacun de ces exposants peut être 
égal, mais non supérieur au précédent. Je dis, par exem- 
ple, qu’on ne peut avoir y >6; en effet, la fonction 
symétrique V qui renferme le terme Aa“ Bert 


contient aussi le terme Aa“b? €... qui se déduit 
du premier en permutant les lettres à et c; or, si l’on 


avait y >6, b° ne serait pas, comme nous l'avons sup- 
posé, la plus haute puissance de ? contenue dans la partie 
de V qui renferme Île facteur a”; done on a nécessaire- 
ment y<C6 on y — 6. Ce raisonnement s'applique Évi- 
demment aux autres exposants. 

Le premier terme de la fonction V ayant été fixé 
comme il vient d’être dit, nous appliquerons la même 
règle à la détermination du rang de chacun des autres 
termes, eL nous écrirons 


V— Aatbo.. PL... 
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Cela posé, on à 


(— 1) p; She 
(== Yp= Tab, 
(— pi = ÿ abc, 


(— 1)" pn = abc...kl. 
Si l’on élève ces égalités aux puissances 
a—— 6,6 m,.,+; *x—71, à 


respectivement, qu'on en fasse ensuite le produit et qu’on 
multiplie enfin de part et d'autre par A, le premier mem- 
bre de l'égalité résultante sera 


PS, 


NN EEE ARR ya At 1 


4 6 


Pa 


Nous le représenterons, pour abréger, par P ; quant au 
second membre, il sera une fonction symétrique des lettres 
a. b, c,..., k, d, et, si nous l’ordonnons de la même 
manière que V, il est évident que son premier terme sera 


Aa bfc?...k*l*; on aura ainsi 
pis Wap: Op PAIE 


En retranchant la seconde des fonctions symétriques V 
et P de la première, on obtient une nouvelle fonction 
syméirique V, telle que 

Ve P = 
Si l’on opère sur V, comme on a opéré sur V, on ob- 


tiendra une troisième fonction symétrique V; telle que 


V,—P, = V;; 
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P, désigne une quantité analogue à P, et qui est, comme 
celle-ci, le produit d’une constante par diverses puis- 
sances des coeflicients pp, Pass. Pme 


En poursuivant ces opérations, on voit qu’on obtiendra 
une suite de fonctions symétriques, 


Vs VERS ON LRU 
telles que 
VER RD —=.V;: 
V, —P,=WY;, 
VPN 
Ver, h = H— 1 
Van Pai = pi 


chacune des quantités P, P,,..., P, est le produit d’une 


constante par diverses puissances des coefficients p;, 
Pose.es Pme En Outre, si l’on imagine une fonction entière 
U formée des premiers termes des fonctions V, V;,..., V, 
et ordonnée de la même manière que ces fonctions, il est 
évident, d’après le procédé que nous avons suivi, que le 
premier terme de l’une quelconque des fonctions V;, 


V,...., V, occupera, dans Ü, un rang supérieur au rang 
l- 

du premier terme de la fonction précédente. Or, le nom- 
bre des termes susceptibles d'occuper, dans U, un rang 
supérieur à celui d’un terme donné est nécessairement 
limité; donc, dans la recherche des fonctions V,, V,,..., 
on finira toujours par arriver à une constante, et alors 
l'opération sera terminée. Supposons, d’après cela, que 
V, se réduise à une constante ; il viendra, en ajoutant les 
égalités précédentes, 


VRP BR PIERRE PLAINES 


formule qui fera connaître l'expression de la fonction 
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symétrique proposée V en fonction des coeflicients p., 
Paseees Pme 

On peut conclure de là que toute fonction entière et 
symétrique V des racines d’une équation est exprimable 
rationnellement par les coeflicients de l’équation, propo- 
sition que nous avons déjà établie (n° 173) ; mais on voit, 
en outre, que si les coeflicients de l’équation sont des 
nombres entiers, ainsi que ceux qui multiplient les diffé- 


rents termes de V, la valeur de cette fonction V sera éga- 
lement un nombre entier. 


175. Exemrie I. — Étant donnée l'équation 
MD EE DA ST Pr Mt Pm Sd (re 


dont a,b, c, d,e, f,..., k, l sont les racines, on de- 
mande la valeur de la fonction symétrique 


Vis Ds as bc. 


Posons, conformément à la théorie précédente, 


P —}p,p:Ps =Ÿ a. Ÿ ab. Ÿ abc 
en b'c + 3 Ÿ & bed + 3 Sa be . 8 Ÿ a? D? ed 


+ 22 D. a? bede + 60 D abcdef, 


on aura 


V—P=V,=—3 abc — 3 Sabre — 8 Ÿ a: b'cd 
—_ 92 Va: bede — 60 © abcdef; 
faisons, en second lieu, 
P,=—3pp—=—3 D «| abcd 
— — 3 Sa bed—6 Sa’ b'ed—27 Sa bede—90 Ÿ abc, 


25 
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on aura 


Vi EN 3 Sabre — 2 Ÿ at Lcd 
+- 5 Sa bcde + 30 © abcdef; 


faisons, en troisième lieu, 


P;=—3p; ——3 [> abe | 
—— 3Y a be—6 Ya À cd— 18 Sa bcde— 60 S'abedef, 
on aura 
WP V,=4 Ÿ'a bed + 23 Ÿ a’ bcde + 90 Ÿ abcdef; 
faisons, en quatrième lieu, 
Éd 4D a Y abcd 

== 4Y a? b? ed + 6 Y a? bcde + 60 Ÿ abcdef, 
on aura 

V=æ PL, =WV,—= 3> a? bcde + 30 Y abcdef, 


faisons, en cinquième lieu, 


Pi TP (DE > aÿ, abcde 


ANT D a? bcde + E22 abcdef, 
on aura 


V,—P=V=— ED abcdef ; 
si enfin l’on fait 


P,= —12pm, = — 12 > abcäef, 
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on aura 
Voie V, —0. 


Ici l'opération est terminée et l’on a cette valeur de V, 

V = pi Pa Ps — 3 pipi — 3p3 + 4 pa Ps + 7 Pi Ps — V2Pue 
176. Exewrze Il. — Étant donnée l'équation 
REED LT pa Pr € Fi oO, 


dont a, b, c,...,k, l sont les racines, on demande la 
valeur de la fonction symétrique 


Da. it dd a LE 


u est le nombre des racines qui entrent au carré dans 
chaque terme, et y le nombre de celles qui entrent à la 
première puissance . 


Désignons la fonction proposée par la notation F (y, v), 
et, plus généralement, représentons par F(u—n,v+2n) 
la fonction symétrique de même genre que la proposée et 
dans laquelle chaque terme contient u — n racines au 
carré et y+ 27 racines à la première puissance. 

Cela posé, on doit former, d’après notre théorie, les 
L. + 1 égalités suivantes : 


+ 2 
I 





1) PiPiru = F(B9) + F(u—1,,+2) 


Er, 4) 


hs (v+2n)(v+2n—1)... (+7 +1) 


F! — n v+2/7 +... 
1.2.1. 07 a : ) 


do 2m)...(v+p+i) 


+ 24); 
1.2.4 Ro” #5 


25. 
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(— D PR Pipe = F(u — 1) VTT 2) 


Cu mA, en 





F(u—2,v+4) 


4 ans ETES 
1.2...(72 —1) 

Panini) 
1.2...(u —1) 


Eu tas 


F(o, +2), 


(— per pee — tps 73% + 2n) ALT 


à (tan) br Eyan 


1.2...(m—n) FA PSS 





y MES 
Er) pp cases = F(rv+2p—2)+ 
(Æ 1)'Py+ou = F(o, + 2p), 


où la quantité p, doit être regardée comme nulle si l’in- 
dice £ est supérieur à mn. | 

Ajoutons toutes ces égalités après les avoir multipliées 
respectivement par les facteurs 


PROS 1 PS 


et supposons ces facteurs choisis de manière que les quan- 
tités 
F(p—1,v+2), F(p—2,r+4),..., F({o,v+ 2) 
soient éliminées du résultat; il viendra 
Po Pr APE Pine Et OR 
—- Ân PynPy+putn + ,,, + X Dual 


F(, = 


Nous allons chercher maintenant les valeurs des fac- 
teurs À,, l,..., À . Les équations qui déterminent ces 
LL 
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facteurs s’obtiennent en donnant à » les p valeurs 1, 2, 
3,..., de dans la suivante: 





+ 27 + 2n + 27 — I 
ARS AA Don CPE EE 
ti 1.2 
MP Carr en "2 
1:379 
(v+an)(v+on—1)...(v+2n—r+i) 
——————"—— ———— }, , +... 
RS Er Ne 
HU) (y + 7 
| G+amt+etn) 
Un 


mais cette équation peut s’écrire d'une autre manière. 
Posons, pour abréger, 


er LE f Dm 


Du 

4 (+ 2p—2)p 
et 
À hour? (v+2n)(v+a2n—1)..{(v+27 —bp) 
POSE 7 np) nn r'a,3..,p ? 
on aura 


v + 2n 
— 0, +" Ai; 





et généralement 


(y+on)(y+anr—1)..(s+an—r+1) 
1208 FN 





= Au Ont me A, . 


D'après cela, notre équation devient, en remarquant que 
A, estnul, 


(4 + Op Àn—1) ae A, (nes ax Opshs la) 14 Aa (2 UE Dyssa dns) +... 
+ A2 (a + 02) + Ana (li + 0) = 0. 


En donnant successivement à n# les valeurs, 1,2,3,..., n, # 
on obtient #7 équations, d’où l’on tire immédiatement 


À +4—=o, + 03h = 0. À HF 65h.) Àn + GNENE= 0, 
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ou 

LM——(v+2), 

C+4)6 +1) 
= — ———— },, 
(+ 2).2 

"CMS )\r +2) 
(v + 4).3 Se 


Nr AUS 


dat - 
(v+2z—2).n 


Eu multipliant ces égalités membre à membre, il vient 


pepe nb. ct re 


1.2...(72 —1) HI 


ce qui permet d'écrire immédiatement la valeur de la 
fonction symétrique cherchée F{u, v). 

Il faut remarquer que notre procédé est en défaut dans 
le cas de y — 0, mais la formule qui fait connaître À, ne 
cesse pas toutefois d’être exacte. Dans le cas dont il s’agit, 
les valeurs de 8, et de À, deviennent 


à __ (22 —1)(2r — 2)...(22—6), 


8,1; p 


I de . -p 

on voit que À, n’est pas nul, comme dans le cas général, 
et qu'il est ici égal à A, ,. L'équation entre À,, 
Àn_15..., À, peut alors s’écrire ainsi : 


Mid) AN ON nU D ANR 
cn A (A 4 2) — O; 


en remplaçant successivement z par 1, 2,..., n, On Oob- 
‘# » ; , A] , . 
tient z équations, d’où l’on tire 


L\+2=0, LkHEhU=O, As += 0,... 19-10, 


et, par suite, 
KWæÆ (tr); 


SECTION 11, — CHAPITRE I. 391 


on a donc cette valeur de F{u, 0), 


DUO P, 2 ERP, E, +2P, sp, — ,.. 


Pilou: F2Pa ue 


Méthode de Cauchy. 


177. Cauchy a publié, dans ses anciens Exercices de 
Mathématiques (4° année, p. 103), une méthode nou- 
velle et fort élégante pour obtenir la valeur d’une fonc- 
tion symétrique et entière des racines d’une équation. 
Cette méthode consiste à éliminer successivement de l’ex- 
pression de la fonction symétrique qu’on veut évaluer 
chacune des racines de l'équation proposée; elle repose 
sur la proposition suivante : 

Soit V une fonction symétrique et entière des racines 
a, b,c,...,1,k, l d'une équation 


ZT + pi RH pa LM +. + Dm € + Pn = 0» 
que nous représenterons aussi, pour abréger, par 
X #90: 
et supposons qu'ayant éliminé de l'expression de V, par 
un moyen quelconque, toutes les racines excepté a, on 
ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d'un po- 


lynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux puis- 
sances de a, que l’on ait, par exemple, 


V=Aoat+ Aa" +...+A,_;a+A,, 


A À, etc., étant des quantités composées rationnelle 
ment avec les coefficients de l’équation proposée; Je dis 
que si l’on divise cette expression de V par le polynôme 


Me at pp, Gb p, QT KL pr € Pas 
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obtenu en remplaçant x par & dans X, le reste de Ja divi- 
sion ne contiendra pas a, et sera précisément la valeur 
de Ja foncuüon V. 

En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste de 
la division V par À, on aura V — AQ + R, et comme A 
est nul, 

Vus R. 


D'ailleurs, ce reste R est au plus du degré m1 — 1 en a; 
nous le représenterons par 


qu ani + Qi QT? +... + Im-2 4 + m1 
et l’on aura 
V == Go at —+- qi aire Hide + m2 a Fr Im . 


Mais V étant une fonction symétrique, on peut changer 
les lettres a et b l'une en l’autre, ainsi que a et c, etc.; et 
comme, par ces changements, go; Q1, etC., conservent 
leurs valeurs, il s'ensuit que l'équation 


Qo ET HE QU He, . + m3 © + (Qm-1 = N)= 0 


sera satisfaite en remplaçant x par l'une quelconque des 
m racines @, b,..., k, l; ce qui est impossible, à moins 
que les coefficients ne soient tous nuls, car cette équa- 
tion n’est que du degré m — 1; on aura donc, en particu- 
ber, 
Im = ŸY —O 
ou 
VE Ure: 


comme nous l’avions annoncé. 

La démonstration précédente suppose que les m racines 
a,;b,c,...,k, l sont inégales; mais les conclusions pré- 
cédentes ne subsistent pas moins, si quelques-unes de ces 
racines sont égales entre elles. Nous emploierons, pour 
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justifier cette assertion, un raisonnement dont on fait un 
fréquent usage en analyse. 

Si l’équation X — o a des racines égales, on considé- 
rera d’abord à sa place une équation X, — o, dont toutes 
les racines seront inégales, et qu’on obtiendra en faisant 
subir des modifications insensibles aux coefficients de X; 
par exemple, si l’équation X — o a trois racines égales à 
a, et que les autres racines soient différentes, on prendra 

X(x—a—h\(x—a—kh') 
DURE ES CR ie PARA MNT TETE à 
(x— a) 

Le polynôme X, ne diffère de X qu'en ce que deux des 
trois racines égales à & sont remplacées par a+ h et 
a+ h': on voit aisément, sans qu’il soit nécessaire d’in- 
sister davantage, comment on devrait choisir le poly- 
nôme X,, si, outre les trois racines égales à a, l'équation 
proposée avait plusieurs racines égales à D, à c, etc. Cela 
posé, substituant l’équation X, — o à X — 0, et conser- 
vant d’ailleurs les notations précédentes, on arrivera à 
l'équation 

V= Qi 
et cette équation aura lieu, quelque petites que soient les 
quantités , h”, etc.; elle aura donc lieu aussi à la limite, 
quand on fera h = 0, k'— 0, etc. 


178. Voici maintenant la méthode donnée par Cauchy, 
pour calculer la valeur d’une fonction symétrique et 
entière V des racines a, b, c,...,i, k, l de l'équation 


DL pag p, ji SE CR — Où 


Divisons X par x — «, et désignons par X, le quotient; 
divisons de même X, par x — b, et désignons par X, le 
quotient, puis X, par x — c, et soit X, le quotient, et 
continuons ainsi d'enlever de X tous les facteurs linéaires 
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. ," . . 

jusqu'à x — k inclusivement, en sorte que X,,_, ne con- 
tiendra plus que le seul facteur x — /, Cela posé, considé- 
rons les #7 équations 


La première n'est autre que la proposée, et elle a pour ra- 
cines a, b,c,..., K, l; la seconde a pour racines b, c,..., 
k, l, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière 
en fonction de a et des coeflicients de la proposée; la troi- 
sième a pour racines C,..., k, /, et ses coefficients sont 
exprimés sous forme entière en fonction de b et des coef- 
ficients de la précédente, c’est-à-dire en fonction de a, b 
et des coefficients de la proposée; et, en général, Les coef- 
ficients de l’une quelconque de ces équations sont expri- 
més sous forme entière en fonction des coefficients de la 
proposée et des racines qui n'appartiennent pas à l’équa- 
tion que l’on considère. Désignons enfin par A la valeur 
de X pour x = a, par B la valeur de X; pour x = b, par 
C celle de X: pour x — c, et ainsi de suite, en sorte 
que Ï sera la valeur de X,,_, pour x = i, K celle de X,,_» 
pour x = k, et L celle de X,,_, pour x = /; on aura 


A0," BH06;* 100; LOS OPEN 


Cela posé, V est une fonction symétrique, non-seulement 
des racines de l’équation X = o, mais aussi des racines 
de l’une quelconque des équations 


00; Xi oi .0is X n°3 0 Nr 10; p, CA: 2 


Nous allons faire voir comment, en s'appuyant sur cette 
remarque, on peut, à l’aide du théorème fondamental 
démontré plus haut, éliminer successivement chaque ra- 
cine de l'expression de V. 

D'abord l'équation L = 0, où l'entre au premier degré, 
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permet de chasser immédiateruent / de l'expression de V. 
Considérant alors V comme fonction symétrique des deux 
racines k et / de l’équation X,,_: — 0, dont l’une Z est 
déjà éliminée, on l’ordonnera par rapport à k, et on la 
divisera par K, conformément à ce qui a été dit plus haut; 
le reste de la division ne contiendra pas Æ et sera la va- 
leur de V débarrassée des racines k et Z. On considérera 
alors V comme fonction symétrique des trois racines £, k, L 
de l’équation X,,_; — 0, dont les deux dernières n’entrent 
plus dans son expression, et l'ayant ordonnée par rap- 
port à z, on la divisera par I à l'effet d'éliminer £; le reste 
de la division ne contiendra pas z et sera la valeur de V 
débarrassée des trois racines z, k, {. On continuera de la 
même manière, jusqu’à ce qu’on ait éliminé de V chacune 
des racines a, b, c,..., 1, k, l; on aura alors la valeur 
de cette fonction exprimée par les coefficients de l’équa- 
tion proposée. 

Il importe de remarquer que l’expression définitive 
de V s'obtient par de simples divisions, et que les pre- 
miers termes des polynômes À, B, C...., 1, K, L, qui 
servent successivement de diviseurs, ont tous l'unité pour 
coefficient : par conséquent, ces divisions n’introduiront 
aucun dénominateur ; en sorte que si l'expression primi- 
tive de V est entière, non-seulement par rapport aux 
racines a, b, c,..…., à, k, L, qui y entrent symétriquement, 
mais encore par rapport aux coefficients P1, P:, elC., qui 
peuvent eux-mêmes y figurer, l'expression définitive de V 
sera aussi entière par rapport à ces coefhcients ; enfin, si 
ces mêmes coeflicients sont des nombres entiers, V sera pa- 
reillement un nombre entier. Ce résultat important, que 
nous n'avions pas établi complétement par notre première 
méthode, mais qui résulte immédiatement de la méthode 
de Waring, se déduit aussi, comme on voit, de la méthode 
de Cauchy. 
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Application de la méthode de Cauchy à un exemple. 


179. Nous allons appliquer la méthode de Cauchy à la 
détermination du produit des carrés de toutes les diffé- 
rences des racines d’une équation donnée, prises deux à 
deux. Cet exemple suflira pour montrer comment on 
peut, par des artifices convenables, simplifier dans cer- 
tains cas l'emploi de la méthode. 

Soient toujours a, b, c,...,k, Îles m racines de l’équa- 
Lion 


(LT) OX = pa DJ APE EDR LEE ON 


solent aussi 

V=(a—bh(a—c}...(k — 1} 
et 

Vie tbe cb ANT AE 
V sera le produit des carrés des différences des racines de 
l'équation (1), prises deux à deux, et V, le produit des 
carrés des différences des racines de l'équation 





X 
= 0, 
XI — «a 
ou 
(2) at + Pi amn—3 + Pa AI +... + Pn1 — 0; 
4 a + pi4 + Pm—2 a 
Ste a? + d'uia die est 


Cela posé, on a 

V=Vi(a— b}(a—c})...{(a—k}(e— 2}. 
Mais le produit (a—b}{(a—c)...(a—k)(a—l)est 
égal (n° 49) à la valeur que prend la dérivée du poly- 
nômeïX pour x — a, c’est-à-dire égal à 


MOAMTU SE Cm — 4) par +, pris 
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donc on aura 
V=V {mat + (m—i)p, AN ERP Pm1 F- 


D’après cela, si nous admettons qu'on sache former la-va- 
leur de la fonction V pour une équation du degré mm — 7, 
on pourra également trouver la valeur de cette fonction 
pour uue équation du degré m. Effectivement, par hypo- 
thèse, on sait exprimer la valeur de V, par les coefficients 
de l'équation (2), c’est-à-dire en fonction de a et des coef- 
ficients de la proposée ; donc la fonction V pourra elle- 
même être mise sous la forme d’un polynôme ordonné par 
rapport aux puissances de à, et, en divisant ce polynôme 
par le premier membre de l'équation proposée, dans le- 
quel on aura remplacé x par a, le reste de la division 
donnera la valeur cherchée de V. Or on sait calculer la 
foncüon de V pour une équation du deuxième degré ; on 
pourra donc calculer cette fonction pour léquation du 
troisième degré, puis pour celle du quatrième, et ainsi 
de suite. 


Cas de l'équation du troisième degré. — L'équation 
proposée est 
DU DOTE O0, 
et l’on a 
V—=(a—bh}(a—c}(b — c), 
V, == (b = ce}, 
V—=Vi(a— bj(a—c); 


V, étant relatif à l’équation du deuxième degré 


LD Lx -MOEN 
La mo à NU à 
+ a? 
On a immédiatement 


V={(p+a)— 4{q + pa+ a)= — 3a?— 2pa +(p?— Ag); 
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d’ailleurs 

(a—b)(a—c)= 3a + 2pa + q; 
par suite, 


V=(— 3a— 2pa+p— {q)(3a + 2pa + q} 
= —27a—5{pañ—27plat+4pt |a+4pt |a+4pig la+p'a. 
—54qg | —72pql —18pq| —18pq"| —4q 

+ 2TR 








Divisant cette valeur de V par a+ pa + qa+r, on 
trouve pour quotient 


— 27 a — 29pa? — 27qa + (4 p* + 27r —18pq}), 


ei pour reste, 


— #qgÿ—27r? +18pqr + p'q® = Aptr, 
ce qui est précisément la valeur de V que nous cherchons. 


On trouvera dans le Chapitre suivant une méthode plus 
expéditive pour résoudre la même question. 


Formation de l'équation de laquelle dépend une fonc- 
tion rationnelle et non symétrique des racines d’une 
équation donnee. 


180. Soient a, b, c,...,k, [ les m racines d’une équa- 
uon donnée X — 0, et 


VRP Ce, 


une fonction rationnelle donnée de ces racines, ou de 
quelques-unes d’entre elles. La théorie des fonctions sy- 
métriques conduit à une méthode très-simple et très- 
élégante pour former l'équation dont V dépend. Nous 
allons développer ici cette méthode. 

Si la fonction V contient n des m racines, le plus grand 
nombre de valeurs qu’elle puisse prendre quand on échange 
les lettres «&, b, c,..., k, Î les unes dans les autres, de 
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toutes les manières possibles, sera évidemment égal au 
nombre des arrangements de m lettres » à n, c’est-à-dire 
égal à 

m(m—1)(m—2)...(m—n+x). 
Mais il peut arriver que le nombre des valeurs distinctes 
de V soit beaucoup moindre; nous désignerons par p ce 
nombre de valeurs, et par 


Re 


les u valeurs de V. L’équation en V sera alors 


DR VALVE Ve) VV ES o 
ou 


Me BMP Pa NE TT et P,_,V+P,=o, 


en posant 
V, + V, + Ve,=— pi 


NV SR EN. SH Sp: 


Or les quantités P,, P,,..., ke sont des fonctions symé- 
triques des quantités V;, V,. etc., et, par suite, elles sont 
aussi des fonctions symétriques des racines à, b, c, etc., 
de l’équation proposée; on pourra donc calculer les coef- 
ficients de l'équation en V par l’une des méthodes que 
nous avons exposées. 

Nous avons admis comme évident que toute fonction 
symétrique des quantités V;, V,, etc., est aussi une fonc- 
ton symétrique des racines a, b, c, etc. Voici, au sur- 
plus, un moyen très-facile de le démontrer. 

Par hypothèse, les quantités 


(1) EH AV A Los Ve 
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sont toutes distinctes, et ce sont les seules valeurs que V 
puisse avoir. Faisons subir aux lettres 


HAUT es ADR 


une permutation quelconque, et supposons que V, se 
change en V', V, en V, etc.; les quantités 

(2) RS OT Ar 
devront toutes se trouver dans la série V,, V,, etc., puis- 
que cette dernière comprend toutes les valeurs de V; je 
dis, en outre, que tous les termes de la série (2) sont dif- 
férents, et que, par suite, cette série coïncide avec la sé- 
rie (1) : on ne peut avoir, par exemple, V' = V;, car V, 
et V, ne diffèrent de V' et V’, qu’en ce que les quantités 
dont ces fonctions dépendent y sont désignées par des 
lettres différentes, et l'égalité V' — V', entraînerait, en 
conséquence, V, — V,, ce qui est contre l'hypothèse. Il ré- 
sulte de là que, si l’on fait subir aux lettres a, b, c, ete., 
un changement quelconque, les quantités V,, V,, etc., ne 
. feront que s’échanger les unes dans les autres; par suite, 
une fonction symétrique de ces fonctions ne sera pas 
changée, et elle sera aussi symétrique relativement aux 
quantités a, b,c,...,k, L. 

On peut dans bien des cas simplifier le calcul de 
l'équation en V; on en verra un exemple dans la re- 
cherche de l’équation qui a pour racines les carrés des 
différences des racines d’une équation donnée, prises 
deux à deux. 


Équation aux carrés des différences. 


181. Soient toujours 4, b, c,..., k, | les m racines 
de l’équation X — o, et posons 


V=—=(a—b}); 
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Ê à >. PLUIE . 
l'équation en V sera du degré dau — p., qui est le 
2 


nombre des combinaisons de m lettres deux à deux, puis- 
que la fonction V est symétrique par rapport aux deux 
lettres qu'elle contient. Soit 


MR RIVER DVE T7 HNsS 0 





cette équation, dans laquelle les coefficients P;, P,, etc., 
sont des fonctions symétriques des racines de l'équa- 
tion proposée. Les valeurs de P,, P,, etc., seront données 
par les formules de Newton, si l’on connaît les sommes 
des puissances semblables S,, Say S, des racines de 
l'équation en V; tout est donc ramené à calculer ces 
dernières sommes en fonction des coefficients de l’équa- 
tion proposée, ou en fonction des sommes 51, 5,, etc., 
des puissances semblables de ses racines, puisque les 
sommes 51, $:, etc , s'expriment par les coefficients, au 
moyen des formules de Newton. 

Voici le procédé indiqué par Lagrange pour calculer 
les sommes S,, S,, etc., relatives à l’équation en V, au 
moyen des sommes 5,, $:, etC., qui se rapportent à l’équa- 
tion proposée. 

Posons 

p(r)—=(x— a} + (x — bjr +.. . + (x — ne 


si l’on donne à x successivement les valeurs a, b, c,..., 
k, À, et que l’on ajoute tous les résultats, on aura 


pla) Ho(b)+...+o(/)—=(a — br +... + (a — 1 
(DE QAR ED 4 pr 


+ 


(OP ANERD Sa NS due ee se eo "0 6 » 


HALO D). À 


Or le second membre de cette équation est évidemment 
égal à 25,; donc 
IS p(a) + p(b) +... + o(Z). 
I. | 26 
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D'un autre côté, en développant les différents termes de 
o (x), on trouve 


2n(278 —1) 


p(x) = x" — 2nax "+ agi — ,.. + a? 
HOZ 
on(27n—1) 

+ a 9 np DANI + — Vs J Dana, + pr 

1.2 
+ d, 2.506 0e Me lee T ee L Lu L CR Lire ne . 

à HU AR D TE EMI ES 
a — DR a © Pa — + M, 


1.2 
ou 
2n(27 —1) 


p(x) ma ons, LH 
1-2 








2n— 
s; x elle LE Gare 


Remplaçant x successivement par a, db, c,..., d, et 
ajoutant tous Îles résultats, on aura la valeur suivante 
deop(a)+o(b)+...+({)ou de 25,, 
2n(27—1) | 
25: UN Sin 21081 Sn 1 += SFr à S3 Son2 ne — IS je 
Les termes à égale distance des extrêmes sont égaux 
dans le second membre; par suite, on a cette valeur 


deS,, 


2n(2n —:) 


Sn = M Son — 218: Son—1 + PR TTÜTDRS S S2 Son—2 — ° ._ 
1.2 
12729727 —1)...(rR7 +1 
RAC PLE REMn 
2 14%. 321940 


En donnant à n les valeurs successives 1, 2, 3,...,u, on 
connaîtra les sommes S,, 5,,..., S, dont on a besoin; on 


achèvera ensuite le calcul, comme nous l'avons indiqué 
précédemment. 


Cas de l’équation du troisième degré. — Prenons pour 
exemple l'équation du troisième degré 


23 + px -{- qx UD dose à À 
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et soit 
V+PV+QV+R—=Eo, 


l'équation aux carrés des différences. 
On trouve 
Si = nr Ps 


== pi +20, 


$3— — p° + 3pq — 3r, 
= p\— 4p°q + Apr +24, 
8= — pÿ+5pq — Sp°r — 5 pq + Bar, 


s—= pf— 6p'q +6Gp°r +opq®—12pqr— 2q + 3r'; 
puis 
Bi 35; — <= 2p° — 6, 
Sa = 354 — 4,53 + 355 — 2p— 12p°q +189, 
Ss— 35; — Gs,5, + 19515, — 105? 
= 2p°—18pq — 127 +57pq + S4pqr—66g —81r", 


et enfin 
P=—S,— — 2p° + Ga, 
S2 + PS : 
Q=——— —=pt—6p9 +99 
S 
R = — ne = 4 pr pq? — 18pqr+4q +a2nr 


On suivrait une marche toute semblable pour former 
l'équation aux sommes deux à deux des racines d’une 
équation donnée. 


Sur la forme des fonctions rationnelles d’une ou de 
plusieurs racines d’une équation. 


182. La méthode générale dont nous venons de nous 
occuper s'applique avec le même succès, que V soit ou 
non une fonction entière des racines &, b, ec, etc.; mais 


26. 
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on peut facilement démontrer qu'une fonction ration- 
nelle d’une ou de plusieurs racines d’une équation peut 
toujours, si elle n’est pas entière, être remplacée par une 
fonction entière équivalente. 

Nous commencerons par établir le théorème suivant, 
relatif aux fonctions rationnelles d’une seule racine. 


THÉORÈME. — Toute fonction rationnelle et non en- 
tière d’une racine a d’une équation | 
(1) S(x) — 0 


de degré m est équivalente à une fonction entière d’un 

degré inférieur à m. 

pla) 
» Où o et Ÿ 

ÿ(a) 


désignent des fonctions entières ; on aura identiquement 


p(e)_  4()yle)...v(2) 
p(a) 


(2) ga) — F4) 3Ta)p()..-V(t) 


b, c,..., l désignant les autres racines de l’équation (x). 
Le dénominateur d (a)d (b)...4(Z) du second membre 


est une fonction symétrique et entière des racines de l’é- 





Soit, en effet, la fonction rationnelle 


? 


quation (1), et il peut en conséquence s'exprimer ration- 
nellement par les coefficients de cette équation. Pareille- 
ment le facteur Y(b)4{(c)...4 (1) du numérateur est une 
fonction symétrique et entière des racines de l'équation 


f(x) 





’ 
CHE 


et on peut l’exprimer sous forme rationnelle et entière, 
en fonction des coeflicients de cette équation, c’est-à-dire 
eu fonction de a et des coeflicients de l’équation (1). D’a- 
près cela, l'égalité (2) prendra la forme 


(a) 


Ÿ(a) 





— g(a)-0(a), 
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où 0 (4) désigne un polynôme entier et rationnel, par 
rapport à a. En eflectuant le produit des polynômes o et 0, 
notre fracuon deviendra 

g(a) 
ÿ(a) 


et je dis qu’on peut supposer le degré u inférieur à ». En 





— A+ Aa + Asa +... A, al, 


eflet, de l'équation f (a) — o on peut tirer la valeur de a” 
qui sera exprimée par un polynôme du degré m7 —1; en 
multipliant par a cette valeur de 4”, on aura 4°+1, qui sera 
exprimée par un polynôme du degré m, maïs qu'on pourra 
abaisser au degré m—1, en remplaçant a" par la valeur 
trouvée précédemment. En continuant ainsi, on expri- 
mera chaque puissance de &, à partir de la m°"°, par un 
polynôme du degré m — 1, et, par suite, on pourra chas- 
En nous avons trouvée, toutes 


ÿ(a) 


les puissances de a supérieures à Ja (mm — 1}°", Mais on 


ser de l'expression de 





peut aussi opérer comme il suit : Si pr est >> 771, on divi- 
sera le polynôme A,+ A;a +... par f (a), et en dési- 
gnant par Q Île quotient, par & (a) le reste qui est de 
degré inférieur à m, on aura 








g (a) _ HOME : 
(ts tu A, +—A,a« Pie / ta) 0 + w(a); 
d'ailleurs f (a) étant nulle, on aura simplement 
en. 
(a) "it (a }s 


Li 
où & désigne un polynôme de degré m — 1 au plus. 


183. Quoique la -démonstration précédente ne laisse 
rien à désirer sous le rapport de la rigueur et de la clarté, 
nous en présenterons une seconde qui aura l’avantage de 
nous fournir un procédé plus facile pour trouver la forme 
entière qui convient à une fonction fractionmaire donnée. 
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E 0 a Ê L ” ë 
Soit toujours e( )1a fraction donnée, a étant une racine 


ÿ(a) 
de f(x) — 0. On peut supposer (a) de degré inférieur 
à m, car si le contraire avait lieu, on ferait disparaître de 
Y (a) les puissances de a supérieures à la (mn — 1)°"* par 
l’un des procédés indiqués précédemment. 

Cela posé, opérons sur les polynômes f(a) et (a), 
comme s’il était question de trouver leur plus grand com- 
mun diviseur; on aura cette suite d’égalités : 

f(a)=%{(a)Q HR, 
ÿ(a) =RiQ: +R), 
BR, = RQ; + R:, 


e A0, 5 PNR te Que, SSL RER 


R,_ — Ris Q, 1 Rf, 


où R, ne contient plus la quantité a. Or, f(æ}) étant nuf, 
on aura 


R= —Qÿ(a), 
R—(1+Q:Q)d(a), 
Rss QUE Q+QQQ:)Y(a) 


ent 01e 2,004 DLutee COR 27 20 RURALE OX PC" ef . 


Ja dernière de ces égalités sera de la forme 


R,=— 8(a).%(a), 


G(a) désignant un polynôme entier et rationnel par rap- 
port à a, et on en tire 





on a done 
pla) _ g(a). G(a) 


} 


Ya) Ra 


o(à 
Cette valeur de 

Ÿ (a 
R, ne contient pas &, et, si clle renferme dés puissances 





est entière par rapport à a, puisque 
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de a supérieures à Ja (mr —31)°", où pourra les faire 
disparaître par le procédé que nous avons indiqué au 
n° 182. 

À la vérité, cette méthode semble en défaut dans le cas 
où les polynômes d (x) et f (x) ont un diviseur commun ; 
car, dans ce cas, la quantité désignée par R, est nulle, 
ainsi que 8 {a}: mais alors on pourra enlever de f(x), 
par une simple division, tous les facteurs linéaires qui 
sont dans Ÿ (x), et parmi lesquels ne se trouve pas x — 4, 
car autrement Ÿ (a) serait nul. En désignant par fi (x) 
le résultat ainsi obtenu, a sera racine de f(x) = 0, et 
le polynôme d (x) étant dès lors premier avec fi(r), on 
pourra appliquer la méthode. 

Il résulte de ce qui précède que la fonction rationnelle 
la plus générale d’une racine d’une équation de degré #2 
est une fonction entière du degré m — 1, renfermant par 


LS 


conséquent m coeflicients arbitraires. 


Exemrze. — Toute fonction rationnelle d’une racine « 
de l’équation du troisième degré 


æ pr? + RAS T0 
peut être mise sous ja forme 
À + Ba + Ca’; 


mais il est souvent préférable de prendre une forme frac- 
tionnaire dans laquelle les deux termes soient linéaires, et 
cela est toujours possible ; car si l’on divise l’un par l'autre 
les polynômes a + pa? +qa+r et Ca? + Ba + A, 
dont le premier est nul, on aura un quotient et un 
reste du premier degré en a, d’où ïl résulte que la 
fonction À + Ba + Ca? peut être mise sous la forme 
Ma+N 

a+P. 
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184. ExTENSION AUX FONCTIONS RATIONNELLES DE PLU- 
SIEURS RACINES D'UNE ÉQUATION. — La méthode précédente 
a surtout l'avantage de pouvoir être appliquée aux fonc- 
tions rationnelles de plusieurs racines d’une équation. 
On a, en effet, ce théorème : 


Toute fonction rationnelle non entière de plusieurs 
racines d’une équation peut étre remplacée par une 
fonction entière des mêmes racines. 


Rien ne sera changé à nos raisonnements, si la fonc- 


# a ce D'IE 
tion a, que nous avons considérée, renferme d’autres 


y(a) 
racines à, ce, etc., de l’équation f (x) = o, et cette fonc- 
tion pourra se mettre sous la forme A,a+ A, a +..., 
À, et A; étant des fonctions rationnelles de racines parmi 
lesquelles ne se trouve pas a. A leur tour, on pourra rendre 
ces fonctions À, A, etc., entières par rapport à une 
autre racine b, puis par rapport à une troisième, et ainsi 
de suite. 


Methode d'élimination fondée sur la théorie des 
fonctions symétriques. 


185. Parmi les applications que l’on peut faire de la 
théorie des fonctions symétriques, on doit regarder comme 
l’une des plus importantes la méthode d'élimination que 
nous allons exposer. 

Considérons deux équations, des degrés m et n respec- 
tivement, contenant deux ou un plus grand nombre de 
variables x, y, etc., et entre lesquelles il s’agit d’élimi- 
ner y. Nous supposerons ces équations complètes, et leurs 
cocfficients entièrement indéterminés, et les ordonnant 
par rapport à y, nous les représenterons par 


(1) JE PI ER PE TO EP OP 


(2) 1 n + “T5 À MR + Gi DE CRM Uni y Pi æ An —= 0: 
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Les coefficients p1, pe, ElC., Qis Go, ete., sont des fonc- 
Uons entières de x, etc. 

Désignons par a, b, c,..., k, [ les m racines de l’équa- 
tion (1); ces racines dépendent de x et des autres varia- 
bles, s’il y en a; en les substituant à y, dans le premier 
membre de l’équation (2), on aura les n résultats 


docon ait SC it À À Ven RE mn Lo, be RE 
DH go + go + + quid + qu, 
(3) CH qe + ga CT He He Qui € + ns 
Site de et and ec te CAC EE OA CRC UE LE RTE" .... 


DIR gs UE QU HO qu qu 


Cela posé, si l’on forme le produit de tous ces résultats, et 
que l’on désigne par V ce produit, il est facile de voir que 


V0 


sera l'équation finale résultant de l'élimination de y entre 
les deux équations proposées. En effet, l'équation finale 
qui résulte de l'élimination de y entre deux équations est 
simplement la condition nécessaire pour que ces deux 
équations aient une racine commune, et il est bien évi- 
dent que la condition nécessaire et suffisante pour que les 
équations (1) et (2) aient une racine commune est que 
l’un des résultats (3), ou leur produit V, soit nul. 

D'ailleurs, V est une fonction symétrique et entière des 
racines de l'équation (1), qui contient, en outre, ration- 
nellement les coefficients de l'équation (2); on pourra 
done exprimer cette fonction rationnellement par les 
coefficients des équations (1) et (2). 


186. La méthode précédente conduit facilement au 
théorème de Bezout, relatif au degré de l’équation finale. 

Nous supposerons, comme précédemment, que les deux 
LA e 1 / 1 » 
équations (1) et (2), l’une du degré m, l’autre du degré n, 
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soient complètes, er que Îcurs coeflicients soient dans: 
une complète indépendance. Alors les quantités p, et gs 
sont des fonctions entières du premier degré par rapport 
aux variables x, etc., qui figurent dans les équations 
proposées; pareïllement, p,, g, sont du deuxième degré, 
et, en général, le degré des coeflicients de y dans les: 
équations (1) et (2) sera indiqué par leur indice. Cela 
posé, je dis que : 


Le degré de l’équation finale qui résulte de l’élimina- 
tion d’une variable y, entre deux équalions complètes 
dont les coeficients sont indéterminés ct indépendants 
les uns des autres, est précisément égal au produit des: 
degrés des deux équations. 


Considérons, en effet, un terme quelconque du pro- 
duit des expressions (3), par exemple 


A “ 
' Œ 70 Aa: 
Te. 2 de POP TT RNIE b An à : : 


ce terme se trouvera dans V, ainsi que la fonction symé- 
trique dont il fait partie. V est donc la somme d'expres- 
sions de la forme 


(j : & 70 À 
fnmulngr na 008, put , 


en observant qu'il faut remplacer g,_, par 1,sia=n, 
et de même pour les autres. Or, d’après ce qui a été dit 


plus haut, le facteur q,_,q,_2...q,, est du degré 


(na) + (nr —6) +...+ (2 —2) où mir — (2 +6+...+2) 
par rapport aux variables x, etc.; si donc nous faisons 


voir que le second facteur Ÿ a” 0° ...l" est, par rapport 
à ces mêmes variables x, etc., du degré à + 6 +..:44, 


1] s'ensuivra que le terme de V que nous considérons est 


du degré mn, et que V est lui-même de ce degré. Les 


D 
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coefficients p;, pe, ete., de l'équation (1) étant, par rap- 
port à x, etc., d'un degré égal à leur indice, il en sera de 
mème des sommes de puissances semblables s,, 5, etc., 
de ses racines; cela résulte immédiatement des formules 
de Newton. Ainsi, le degré d’une fonction symétrique 
simple telle que s,, est le même, soit que l’on considère s, 


comme fonction de a, b, etc., soit qu’on la considère 
comme fonction de x, etc. Enfin, © a°b*. “cho peuL 


s'exprimer en fonction des sommes s, par une formule 


cutière qui est du degré & + 6+...+ À par rapport 
aux racines &, b, elc., et qui est, par conséquent, aussi 
du mème degré par rapport à x, etc. Le théorème est 
donc démontré. 

Nous avons admis comme évident que les termes de 
degré mn, qui se trouvent dans V, ne peuventse détruire, 
tant qu’on laisse indéterminés les coefficients des équa- 
tions (1) et (2). On peut, au surplus, mettre ce fait hors 
de doute én'se référant, comme nous l'avons fait au 
n° 71, au cas particulier de deux équations dont les pre- 
miers membres sont décomposables en facteurs linéaires. 


187. Si les coeflicients des équations (1).et (2) ont des 
valeurs déterminées, on pourra toujours leur appliquer 
le raisonnement du n° 185, pourvu que ces équations 
contiennent la plus haute puissance de l’inconnue qu’on 
élimine. On est ainsi conduit à la proposition suivante, 
qui est générale : 


Le degré de l'équation finale résultant de l'élimina.- 
tion d'une inconnue entre deux équations qui en con- 
tiennent plusieurs est au plus égal au produit des de- 
grés de ces équations. 


Ce dernier théorème subsiste lors méme que les équa- 
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tions proposées manquent de la plus haute puissance de: 
l'inconnue qu’on élimine. 

Soient, en effet, deux équations entre deux variables x 
et y, ayant respectivement 77 et n pour degrés et man- 
quant du terme le plus élevé en y. En considérant x et y 
comme des coordonnées rectilignes, ces deux équations 
appartiendront à deux courbes, et le degré de l'équation 
finale résultant de l’élimination de y sera égal au nombre 
des points d’intersection réels ou imaginaires de ces 
courbes. Par conséquent, ce nombre ne changera évi- 
demment pas, si l’on rapporte les deux courbes à d’au- 
tres axes de coordonnées ; mais alors les nouvelles équa- 
tions de ces deux courbes se déduisent des anciennes, en 
remplaçant x et y par des fonctions linéaires ax + by, 
a'x + b'y, et elles contiendront évidemment, l’une un 
terme en y”, l’autre un terme en y”, à cause de l’indéter- 
mination de à et b'; le degré de l'équation finale en x 
résultant de l'élimination de y entre ces nouvelles équa- 
tions sera donc au plus égal à mn: par suite, le nombre 
des points d’intersection des deux courbes ne pourra 
surpasser m7, et il en sera de mème du degré de l’équa- 
üon finale qui résulterait de l’élimination de y entre les 
deux proposées. 

La même démonstration s'applique au cas où les deux 
équations proposées contiennent, outre x et y, d’autres 
variables u, z,.... En eflet, si l’on pose 


LA 
A 1-2 ie Re 


et que l’on considère k, K’, etc., comme des paramètres, le 
raisonnement précédent s’appliquera aux deux équations 
proposées qui ne renferment plus que x et y. Par où l'on 
voit que l'équation finale en x, z, ”, etc., résultant de 
l'élimination de y, sera au plus du degré mn, si l’on y 
remplace z, u, ete., par x, K'x, ete., et cela; quels que 
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soient k, k, etc.; mais cette substitution ne change évi- 
demment pas son degré, lequel ne pourra donc, en aucun 
cas, surpasser 7171. 

On verra plus loin qu'on peut fixer avec précision, 
dans chaque cas particulier, le degré de l'équation finale 

q P ’ Î 

è 2 > »qe . . , ° 
qui résulte de l'élimination d’une inconnue entre deux 
équations données. 


188. Quand on opère l'élimination dans le but d’ob- 
tenir les systèmes de solutions de deux équations à deux 
inconnues, 1l faut déterminer en outre les valeurs de l’in- 
connue éliminée qui répondent à chaque racine de l’équa- 
tion finale; on a vu au n° 73 comment on doit diriger le 
calcul pour remplir cet objet. Au reste, comme l’équation 
finale en x exprime que les équations proposées ont une 
racine commune y, on peut déterminer celle-ci par le pro- 
cédé suivant qu’Abel a fait connaître dans le tome XVII 
des Annales de Mathématiques de Gergonne. 

Soient les deux équations 


MMONES OR PEN ADI PT AAI  pal REP PR SO, 
(2) F(y)= 9° + qu ga II EE qui Ÿ  Qn = 0, 


qui ont une racine commune Yÿ;,, mais qui n ont que cette 
seule racine commune, et proposons-nous de la calculer. 

Désignons par ÿ1, Y2,-.., Ales 2 racines de l’équa- 
tion (2), et portons-les dans le premier membre de l’équa- 
tion (1) (y); on aura ces 7 résultats 


FT); FT)» AOC T HÈP)s 


dont le premier est nul. Faisons ensuite les produits 
n—1àn—1 de ces n quantités, et désignons générale- 
ment par À, celui de ces produits qui ne contient pas le 


facteur f (y ,)3 les quantités 


RARES. RISSSÉENNRR, 
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seront toutes nulles, à l'exception de la première. Ces 
quantités sont exprimables rationnellement, la première 
en fonction de y;, la seconde en fonction de y,, etc., la 
dernière en fonction de y,; en effet, R, est une fonction 
symétrique des quantités ÿ1, V5, Yny EXCEPTÉ Vu 
c’est-à-dire une fonction symétrique des racines de lé- 
quation 


F(r) Ta 
PEUR 
ou : 
ANT gi | + 9: RE 
— J'y | Are GT u 
Far | 


Li pourra donc s'exprimer sous forme rationnelle et en- 
tière en fonction de Vu € des quantités connues qui en- 
trent dans les équations (1) et (2), de la manière suivante : 
ju: ; 2 P 
KR, po Po X, Pipaloi Tir RATE 


En outre, par l’un des procédés indiqués aux n° 182 
et 183, on pourra chasser de l’expression de R,, toutes 


les puissances de Y,, Supérieures à la (n — 1)°"*, en sorte 


que la valeur de F4 aura finalement cette forme : 


L 


(3) R,—=p+pry pri te Hp « 
On voit que l'équation 
Pa—1 HE see Pn—? HS Fr md Pi “Le: Po — 0 


a Les 2 — x racines Y2, Y3,..., Yn3 On a donc 


Here PS 
f—1 


on a d’ailleurs 


nd Maures E Pare 0 Se Lie Pt 1 
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et, par la soustraction, on obtient la valeur demandée 
de y:, savoir : 





de dus 


Pa—i 


On voit qu'il suffit, pour avoir y,, de calculer dans li 


2 


les coefficients de y”—"et de y"—*?. 
E 2 


Théorème de Lagrange sur les conditions nécessaires 
pour que deux équations aient plusieurs racines 
comiInurtes. 


189. C’est ici l’occasion de mentionner un beau théo- 
rème que Lagrange a démontré dans son célèbre Mémoire 
inséré parmi ceux de l'Académie de Berlin pour 1970 et 
1971, et qui est relatif aux conditions nécessaires pour 
que deux équations aient plusieurs racines communes, 

L'objet de ce théorème est de faire connaître les con- 
ditions pour que deux équations algébriques aient deux, 
trois, elc., racines communes, quand on connaît la con- 
dition pour qu'elles en aient une. Voici en quoi il con- 
siste. 


TaéonÈme. — Si V — o exprime la condition pour 
que deux équations algébriques 
DT Dal ca md Pn-E Os 
TE 912 CE M QT 9 — 0 
aient une racine commune, V étant une fonction en- 
l’on désigne par Df V, D, V Les dérivées d’ordre pr et 

[222 I 

d'ordre v du polynôme V, prises la première par rap- 
port à p,, ct la deuxième par rapport à q,, les con- 
ditions nécessaires pour deux racines communes seront 


V0, et D, V 0, 


L 
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ou bien 
Vi 0 met GD, Vi: 
ft 


pareillement, les conditions nécessaires pour trois racines 
communes seront 


V=0,, D to. DES 


mn 


ou bien 


el ainsi de suite ; en sorte qu'on formera les conditions 
nécessaires pour x racines communes, en joignant à l’é- 
quation V — o nécessaire pour une seule racine’ com- 
mune les p—1 équations obtenues en égalant à zéro 
les u— 1 premières dérivées du polynôme V, prises par 
rapport au dernier terme de l’une des deux équations 
proposées. 


Tel est l'énoncé que Lagrange a donné de son théorème; 
mais il est nécessaire d'ajouter quelques mots sur la ma- 
nière dont cet énoncé doit être entendu. Ainsi les équa- 
uons 

2 TT 

V0, D, V—=0, D, V0, 4018 V0 


mn m 


expriment simplement les conditions nécessaires et suffi-* 
santes pour que y racines de léquation (2) satisfassent à 
l'équation (1), en sorte que si l’équation (2) a des racines 
égales, il sera possible de satisfaire aux p équations de 
condition écrites plus haut, sans que les premiers mem- 
bres des équations (1) et (2) aient un diviseur commun du 
degré x, ce qui serait la condition nécessaire pour que les 
équations (1) et (2) eussent réellement x racines com- 
munes. Pareillement les équations 


HUE 
Vo neo; Def D, eo 


» n 
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expriment les conditions nécessaires pour que x racines 
de l'équation (1) satisfassent à l'équation (2), en sorte que 
si l'équation (1) a des racines multiples, on pourra satis- 
faire aux équations de condition précédentes, sans que 
les équations (1) et (2) aient réellement x racines com- 
munes. 

Il faut remarquer, en outre, que le dernier terme p,, 
ou g,, par rapport auxquel sont prises les dérivées de V, 
doit être considéré comme un paramètre indéterminé dont 
tous les autres coefficients sont indépendants. 

Cela posé, passons à la démonstration du théorème. 
Soient a, b,c,...,k, l les n racines de l'équation (2), et 
posons 


V—f(a)f(b).. FU)F(L): 


V est une fonction symétrique des racines de l’équa- 
tion (2), dans laquelle les coefficients sont des fonctions 
entières des coefficients de l’équation (1); on pourra donc 
l’exprimer par une fonction entière des coeflicients des 
équations (1) et (2). 

Les racines à, b, c,..., k, l étant indépendantes de p,. 
les quantités f(a), f(b),..., f (2) sont des fonctions 
linéaires de p,, et leurs dérivées sont tontes égales à 


Ë V est égale à la somme des produits 
mi 


m —1 à m—1 des quantités 


l'unité; donc D 


. I r x . 
pareillement — D, V est égale à la somme des produits 
1.2 Lo 
m—2 à m—2 des mèmes quantités, et généralement 


D' 
a 7: 


14255 


I ; : . à 
V est égale à la somme de leurs produits 22 — à 
? 


LU 

à M — 1, 
Par conséquent, l'équation qui a pour racines Îles 7 
I, 2" 


4 
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quantités 
Faso LS 14e (0 : 
est 
| D" "V D° V 
» LI ea Ki s (x Xs 
12, rca): A) CS 
ML nl X + V — 
gts Be ha: ce To Gi Le Cal 
- 


Or, pour que y racines de l’équation (2) satisfassent à 
l'équation (1), il faut et il suffit que l’équation en X ait 
u racines nulles, c'est-à-dire que l’on ait 

V=o, D, V—®, D, V—0,..., D}  V=o, 
ce qui démontre le théorème énoncé. 

La démonstration qui précède est plus claire et plus 
précise que celle qui a été donnée par Lagrange. Il semble 
effectivement au premier abord, par le raisonnement de 
l’auteur, qu’il soit permis, dans l’énoncé du théorème, 
de substituer aux dérivées de V, prises par rapport au 
dernier terme de l’une des équations proposées, les déri- 
vées prises par rapport à un coefficient quelconque, ou 
même par rapport à un paramètre dont un ou plusieurs 
de ces coefficients seraient fonctions. Maïs 1l est aisé de 
voir qu'on obtiendrait de cette manière des équations de 
condition trop.générales. 

Par exemple, p,._; étant le coeflicient de x’ dans f(x), 
et tous les autres coeflicients étant indépendants de p,,_;, 
les équations 

ME OR NAN Te 0 
peuvent avoir lieu, quoique les équations (1) et (2) n’aient 


qu'une seule racine commune. En effet, f(a), f(b),..., 
J{1) sont des fonctions linéaires de p,,_, et leurs dérivées 
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+ 
par rapport à p,,_; ont respectivement pour valeurs a’, 
b',..., l'; donc, à cause de | 


on aura 


D, V—aiflb)...f(i)+bif(a) ..fU)+... 


mi 


Il est évident, d’après cela, que les équations de condi- 
tion 
NP OX ODA q 


m—i 


“ 


seront vérifiées si chacune des équations proposées a une 


racine nulle. 
Exempze. — Appliquons le théorème de Lagrange aux 


deux équations 
2 + px + Pix + Ps — 0; 
2? HT + gi: 0. 
En appelant a et à les racines de la seconde équation, 
on a 
V=(a+pia +pa+ps) (bd + pb + pb +p;) 
= qi— qgipi+ (gigi 2q2)Pa— (qi 8 Qr)Ps + qiPi 
— QiiPiPit (qi — 292) Pi Pa + Qi GPaPs + P3) 


et 


D, V = — gi + 3412 + (gi — 2 Q2) Pi — 1 Pr + 2Ps: 


â 


La condition, pour que les équations proposées atent une 
racine commune, est V —0o; par suite, les conditions 
pour deux racines communes seront 


Neon DV 0, 
En éliminant p, entre celles-ci, il vient 


(a ea uet 7 RP 05 


s Lg 
4 
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cette dernière se décompose en deux autres. Si l’on prend 


Jane 47: — 0 
on exprimera que les deux racines de l'équation du second 
degré sont égales entre elles, et ces racines satisferont à 
l'équation du troisième degré en vertu de la condition 
V = o. Si l’on prend, au contraire, 


gigi —fiPitPi—=0; 
l'équation D,, V — o se réduit à 
gai DPi+ Pi 0: 
Les deux équations précédentes expriment les conditions 


nécessaires et sufisantes pour que la première des équa- 
tions proposées soit divisible par la seconde. 


Méthode de Tschirnaüs, pour faire disparaitre autant 
de termes que l’on veut d’une équation. 


190. On peut rattacher à la théorie qui nous occupe la 
méthode élégante que Tschirnaüs a donnée dans les Æctes 
de Leipsick pour 1683, et qui sert à faire disparaître d’une 
équation autant de termes que l’on veut. Cette méthode 
consiste à transformer l’équation proposée en une autre 
dont la racine soit une fonction rationnelle de celle de la 
proposée, ou, si l'on veut, une fonction entière de degré 
inférieur à celui de l’équation proposée, car c’est à cette 
forme (n° 182) que peut se ramener la fonction ration- 
nelle la plus générale. 

Soit 
(1) Ep D ES Pret LP 
une équation du degré m, et posons 
(2) rat Air his Eh an M TERRE 


do; d, ete., désignant des indéterminées, z un entier 
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inférieur à m. L'équation finale en y, qui résulte de Péli- 
mination de x entre les équations (1) et (2), sera évidem- 
ment du degré m, puisque y a autant de valeurs que x. 
Cette élimination peut se faire par les fonctions symétri- 
ques, de la manière suivante : en élevant l'équation (2) 
aux différentes puissances 2, 3,..., m, et en ayant soin 
de rabaisser les exposants de x au-dessous de m, à l’aide 
de l'équation (r), on obtiendra une suite d'équations de 
la forme 


= db, + bix + box +... + bn at, 
CR MOT ET ee sc L omieesT ChelL 0 


Ds, D1, etc., sont des fonctions homogènes et entières du 
deuxième degré des indéterminées &ç, a, etc.; pareille- 
ment Co, C1, etc., sont des fonctions homogènes et entières 
du troisième degré de &s, &, etc., et ainsi de suite. Si, 
maintenant, 51, 5, etc., désignent les sommes de puis- 
sances semblables des racines de l’équation (1); S,,5:, etc... 
celles des puissances semblables des racines de l'équation 
en y, les équations (2) et (3) donneront 


Si ma + AS + AS +. + An Sn + Ann) 

: | S = mb, + bis + bis +, + On Sn-is 

(4) Fe ss à sn fic, » Mi sil et biets ss .e 25 nn 10e aies. t cirbetise ce 
D MIN y ie SP > Has on solo ie me Si à 

Connaissant ainsi les sommes de puissances semblables 

des racines de l’équation en y, on pourra former cette 

équation. 

On peut y arriver encore de la manière suivante, On 
résoudra Îles équations (3) par rapport aux puissances 
Lie Lis 0 
quation (2). Ce procédé a l'avantage de donner la valeur 


; et l’on portera leurs valeurs dans l’é- 
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de x exprimée rationnellement en y, en sorte qu’on con- 
naîtra chaque racine de l'équation proposée, quand on 
aura résolu l’équation finale en y. 

Représentons par 


(6), HQE QI He st den M Ga RQ 


cette équation en ÿ, OÙ gi, as... Im SONt fonctions en- 
üères des indéterminées à,, &,, etc., et qui exprime Îa 
condition pour que les équations (1) et (2) aient une racine 
commune. Je dis que de cette seule équation (5) on peut 
déduire la valeur de x qui correspond à chaque valeur 
de y, et même la valeur d’une puissance quelconque de x. 
En effet, désignons par Ÿ ce que devient le second membre 
de la formule (2) quand on y remplace le coefficient a, 


par a, + h, et soit 
(6) Ye + Q: Yet + Q: Dé ETES Qx: Y + (OZ = O 


l'équation de laquelle dépend Y. Chaque coefficient Q, 


est une fonction entière de CHEun k, et si on l’ordonne 


suivant les puissances de 2, on aura évidemment 
h D ai 
Q=qi+h api a 


D, q:, D} gq:,.…. représentant les dérivées successives du 
e b 


polynôme g; par rapport à a,; on a d’ailleurs 


a 


Y = y + hx*. 


Si l’on porte ces valeurs dans l'équation (6), celle-ci de- 
viendra identique, quel que soit k, quand on attribuera 
à æ et à y leurs valeurs simultanées;* en conséquence, 
les coeflicients des diverses puissances de À doivent être 
nuls. En égalant à zéro la partie indépendante de k, on 
retrouve l'équation (5), et si l’on égale à zéro les coefi- 
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cients de la première puissance de }, il viendra 


Lny ME nm —i)q Ii + + qm A + à 


AE CPHAE AN LL JiRA Dore tn An sa 5 In) 0: 


et, par suite, 


D, (y + gp" HS. + In Im) 


LE = ; 
MY + (mi) GIE +... + mi 


on aura, en particulier, 


PU E net 0 Mae Aa LEP Pau LI À 
my mien quest esbtgn 


On voit donc qu'il sufhra de résoudre l’équation (5) 
pour avoir résolu par cela même l'équation (1). 

Cela posé, on peut disposer des indéterminées &,, 
&, etc., de manière à faire évanouir n termes de l’équa- 
tion en y; par exemple, si l’on veut faire disparaître les 
7 termes qui suivent le premier, il suffira de poser 


M0. S: = 0 ts D 


Or, en se reportant aux équations (4), on voit queS, est 
du premier degré par rapport à &s, &, etc., que S, est 
du deuxième degré, S; du troisième, etc., $, du n°", 
Donc, d’après le théorème de Bezout (n° 70), la déter- 
mination de ces indéterminées, dont l’une peut être prise 
arbitrairement, dépend d’une équation du degré 


LH 3 19 


et, si l’on voulait faire disparaitre de l’équation_(5) tous 
les termes, à l’exception du premier et du dernier, le 
problème dépendrait d’une équation du degré 


1:2.3...(m—1). 


C'est aussi à la résolution d’une équation de ce degré que 
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se trouverait ramenée celle de l'équation proposée, car 
l'équation (5) n’ayant alors que deux termes pourrait être 
immédiatement résolue. 


191. La transformation de Tschirnaüs donne la réso- 
lution algébrique des équations du troisième et du qua- 
trième degré. En effet, soit d’abord l’équation du troi- 
sième degré 

PR DE TEE T0: 
on posera 
MG FUIrENMaIE, 


et l’on formera l'équation finale en y, savoir 
YBR FORD. 


On déterminera les rapports de deux des quantités &, 
4j, 43 à la troisième, au moyen des équations P — 0, 
Q —o, qui sont, l’une du premier degré, l’autre du 
deuxième; on pourra donc résoudre ces équations et ex- 
primer les rapports dont il s’agit en fonction des coeffi- 
cients de la proposée. L’équation en y se réduisant alors à 


YO, 
on en tirera ces trois valeurs 
De ce DS LV EE PSS LPS Es 
YEN —R, y=ay—R, 7 =6ÿ/—R, 


æ et 6 désignant les racines cubiques imaginaires de 
l'unité. Connaissant ainsi les trois valeurs de y, on aura 
facilement, par ce que nous avons dit plus haut, les trois 
valeurs de x. D’après la proposition du n° 182, la trans- 
formation que nous venons d'effectuer revient à celle 
dont nous nous sommes occupé au n° 63. 

Soit enfin l'équation du quatrième degré 


mimi GONE AS RQ: 
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on posera, comime précédemment, 
Van A de Er, 
et l’on aura une équation en y telle que  ‘ 
DPI PRE QE RP EEE 70 


On déterminera deux des quantités 4,, 4,, a; au moyen 
des équations P — 0, R — 0, qui sont, l’une du premier 
degré, l’autre du troisième; on pourra donc résoudre ces 
équations et exprimer deux des inconnues en fonction de 
la troisième et des coefficients de la proposée. L’équation 
en y, se réduisant à 


TY*+Qr'+S—o, 


elle pourra être résolue, car elle s’abaïsse au deuxième 
degré en posant y” — z. Connaïssant les quatre valeurs 
de y, on formera immédiatement les expressions des 
quatre racines de l’équation proposée. 


Application de la méthode de Tschirnaüs à L ‘équation 
du cinquième degré. 


192. M. Jerrard, géomètre anglais, a démontré qu'on 
peut faire disparaître d'une équation quelconque le 
deuxième, le troisième et le quatrième terme en résolvant 
une seule équation du troisième degré. Nous allons éta- 
blir ici ce résultat important ; à cet effet nous commen- 
cerons par démontrer la proposition suivante : 


Taéorime. — Une fonction homogène et entière du 
second degré de n variables est la somme des carrés 
de v fonctions linéaires ; le nombre y étant égal ou in- 
férieur à n. 


Soit V une fonction homogène et entiére du second 
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degré des 7 variables. 


Los Lis Las, . ., Type 


Sin = 1, la fonction V ne dépend que de la seule va- 
riable r,, et elle est de la forme £, x? ou (xs Ve)”, eo étant 
un coefficient numérique. 

Dans le cas de n > +, si V renferme le carré de l’une 
des variables, x, par exemple, et qu’on l’ordonne par 
rapport à X;, On aura une expression de la forme 


V—=e,xi +2Px + Q; 


€, est une constante, P est une fonction linéaire des 

n —1 variables x,,x:,..., x,_13 enfin Q est une fonc- 

tion entière et homogène du second degré des mêmes 
variables. Si donc on pose 

où, ol MEN: vip ER 

&o £ 


on aura 
Veux Vis t'on VO VE NME 


V, étant une fonction entière et homogène du second 
degré, maïs qui ne renferme que 7 — 1 variables, au 
plus. 

Si la fonction V ne contient aucun carré et qu’on l'or- 
donne par rapport aux deux variables x, ei x, on aura 


VE E Lo T; + Px, + Q x, + R, 
OU 


/ \#i P P 
v 2 (ane QNÉRER ais 2 1 
À €o té "x 


4 


et si l'on pose 


P 
= (nn , = 


66 





SECTION If. — CHAPITRE EI. 427 


puis d 


il viendra 
V=u(Xi—X?) + V, 
ou fu) 
V= (x Va) + (Rs) + V; 


X, et X, sont des fonctions linéaires qui peuvent renfer- 
mer les z variables x,, 2,..., X,_1, et V, est une fonction 
entière et homogène du second degré qui ne renferme, au 
plus, que n7 — 2 variables. 

Aïusi la fonction V, qui dépend de 7 variables, est ra- 
menée à la fonction V,, qui n’en renferme que 7 —1 
au plus, ou à la fonction V,, qui n’en contient pas plus 
de 7 — 2, en mettant à part un carré dans le premier cas 
et deux dans le second; on peut opérer de la même ma- 
nière sur la nouvelle fonction, et, en poursuivant ainsi, 
on mettra V sous la forme suivante : 


— a X +e X) +...+e 18.8 


y — y —1)? 


ou 


ASP TEN 'TTS COMN  PREN ape 


Ep E1e. €, désignant des coefficients numériques, et 
Xo Xe. X,_, des fonctions linéaires des variables 
RUN 7, 

Il est évident que le nombre » est égal ou inférieur à », 
et que l'on a y = 7 quand les coefficients numériques de V 
sont des quantités indéterminées. 


ExemPLze. — Si l’on applique la méthode précédente à 
la fonction 


V = Az+ A'y+ A2 + 2Byz + 2B'zxre + 2B’xy 


des rois variables x, y, z, dans laquelle les coefficients 
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numériques À, À’,... demeurent indéterminés, on trou- 
vera 
V=aX+6Y+ 72, 
en faisant, pour abréger, 


X—Azx+B’y+B'z, 
Y—(AA'—B’’)7+(AB—B'B’)z, Z—7z, 


el 
] sex I 
ETAT ie AA AGEN 
_‘AA'A"+ 2BB'B’— AB°— A/B— A’B/: 
Cr AA B"? Ke 


193. Passons maintenant à la démonstration du théo- 
rème que nous avons en vue. Soit l'équation 


x" + Pi ant AE Pa x? +... + Pn—1 ZX + Pmn = 0, 


et posons 


F=M+arz+ar + ass + à r\ 
Soit aussi 
SH GI LE GIP LE GS NE EE IQ RES 


l’équation en y. D'après ce qu'on a vu au n° 190, la somme 
des puissances p*”‘* des racines de l'équation en y est 
une fonction homogène et entière du degré p des cinq 
quantités Go, @j, Gsy 43, @,3 par suite, les coeflicients gs, 
252.3 Im SONt aussi des fonctions entières et homogènes 
des mêmes quantités, et les degrés de ces fonctions g sont 
précisément égaux à leurs indices. Cela posé, pour faire 
disparaître le second, le troisième et le quatrième terme 
de l’équation en y, il faut faire 


Ji ONE NSP rs 0: 


La première de ces équations est linéaire; tirons-en la 
valeur de a, en fonction de à,, &, 43, a, pour la porter 
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dans les deux autres, et supposons que celles-ci deviennent 
! fe ! A 
ATEN ORNE 


Les premiers membres de ces équations sont des fonctions 
homogènes des degrés 2 et 3 respectivement des quatre 
quantités &,, &, a3, a. Or, d’après le théorème du 
n° 192, l'équation 7, — o peut se mettre sous la forme 


Pi+g+hk+k—o, 


J; 8; h; k étant des fonctions linéaires, et cette équation 
sera satisfaite en posant 


pce don ob Tr PO le D A 0 à 
ou 
PR EE es 


Ces deux dernières équations sont linéaires; si l’on en 
tire les valeurs de 4, et de a, pour les porter dans l’équa- 
uon qg,=— 0, celle-ci deviendra 


[4 
Y3 — 0» 


et son premier membre g sera une fonction homogène 
et du troisième degré des deux quantités a, et a,. L'une 
de ces quantités peut être prise arbitrairement et l’autre 
dépend, comme on voit, d'une équation du troisième 
degré; les quantités a, et a; étant déterminées, on en 
conclura les valeurs de a,, a, a, et l'équation en y de- 
viendra 
RS MOT ie + dal Fm = 0 


Par lamème transformation on peut faire disparaître 
le deuxième, le troisième et le cinquième terme d’une 
équation quelconque; seulement, la détermination des 
arbitraires &o, 4j, &:, 43, a, exige la résolution d’une 
équation du quatrième degré au lieu de celle d’une équa- 
tion du troisième degré, 
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Enfin, si à la transformation de Tschirnaüs on joint la 
transformation qui consiste à remplacer l’inconnue par 
son inverse, On voit que, par le moyen d’une seule équa- 
tion du troisième ou du quatrième degré, il est possible 
de faire disparaître d’une équation quelconque les trois 
iermes qui précèdent le dernier ou bien les deux qui 
précèdent le dernier avec celui qui précède le dernier de 
quatre rangs. Et, dans le cas particulier de l’équation du 
cinquième degré, il est clair qu'on peut faire disparaître 
ainsi trois termes quelconques entre le premier et le der- 
nier. Ainsi, par la transformation dont il s’agit, l'équa- 
tion du cinquième degré peut toujours être ramenée à 
l’une quelconque des quatre formes 


EPA, ANT 
RP AND TI dE 0 ri 
LIRE + dE r0, 


2° + PE Eire 08 


sûr Q © Se-— 
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CHAPTTRE IT. 


FORMULES GÉNÉRALES RELATIVES À LA THÉORIE 
DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 


Formule de Lagrange. 


194%. Lagrange a fait connaître dans les Mémoires de 
l’Académie de Berlin pour 1768, et plus tard dans le 
Traité de la résolution des équations numériques, 
Note XI, une formule remarquable qui donne immédia- 
tement l'expression de la somme des puissances sem- 
blables, d’un degré quelconque, des racines d’une équa- 
tion. Nous allons établir ici cette formule en supposant 
avec l’illustre auteur que l’on ait mis l'équation proposée 
sous la forme 


(1) ur + Sr) 0) 
u désignant une constante et f(x) étant une fonction 
entière | 
dont nous représenterons la dérivée par f(x), confor- 
mément à l'usage (*). 

On sait (n° 172) que si a, b, c,..., l sont les räcines 
de l’équation (1), la somme 


I Li Li I 


ar! bpuri c'+! AE br LH 








(*) Dans ce Chapitre et dans les suivants nous supposerons connus 
les principes fondamentaux du calcul différentiel et du calcul intégral, et 
nous ferons usage des notations généralement admises pour représenter 
les dérivées et les différentielles. 
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sera le coefficient de x" dans le développement de la fonc- 
tion 
1— f'(x) 
ne $ 


en série ordonnée suivant les puissances croissantes de #. 
Soit la fonction plus générale 


p(r) 


u— x +f(x) 


où y(x) désigne un polynôme ayant pour valeur 
o(x) ae B, + B,x <£ B,x? + B;,x° +, . 


et cherchons le coefficient de x” dans le développement 
de cette fonction. Si l’on commence par développer sui- 
vant les puissances croissantes de f(x), il viendra 


pe) g(x) _ ef), ge S(e)P 


et (arret ion (at) eue 


(2) 


ê.…s 


et la série contenue dans le second membre de cette for- 
mule sera convergente pour toutes les valeurs de x telles 


f(x) 


U — Z 


que le module de soit inférieur à l’unité. 


Considérons d’abord le premier terme du second mem- 


bre, on a 


I I TL X? 
: Sn ES 
uU—=— x u u 7À 





et si l’on multiplie de part et d'autre par le polynôme 
o(x),on trouvera que le coefficient de x" dans le dévelop 


si 


pement de tape pour valeur 
4 


D, H, B; B, 
! l 

n+i 1 t—1 À ? 

(72 [42 ü (42 








ou 
B+rBiu + HUE. 7 bou 


L) 
/ 








u"Tr! 
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en sorte que ce cocfhicient pourra être représenté par 


pourvu qu'on ne retienne que les termes qui contiennent 
u en dénominateur. 

Considérons maintenant un terme quelconque du se- 
cond membre de l’équation (2), celui qui contient la 
puissance : de f(x) etqui a pour valeur 


ATOM 


(u — x)i+! 


D'après ce qui a été dit plus haut, le coefficient de x” 
dans le développement de 
te) f(x} 
Ur 


est égal à 


p(u)LF(u)T 


ur+! F 


pourvu qu on ne retienne que les termes qui contiennent 
u en dénominateur. On a donc, avec cette restriction, 


p(x)[f(x)] = » AOL) u)[ f{u) té 


1 D ur+\ ? 


le signe s'étendant à toutes les valeurs entières nulle 


ou positives de 7. Et, comme la différentiation relative à 
u ne peut introduire de puissances négatives de u dans les 
termes qui n’en contiennent pas, on aura, en prenant les 
dérivées d’ordre : des deux membres de l'égalité précé- 


dente, 


ACID)! 


ur ! 


» mr x)[f (x ÿ]' ‘ nr 
D2. lei LE ED, 
. 28 
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d’où il suit que le coefficient de x" dans le développement 
. de 
.p(æ)[F(x)] 


u - 
nn Marre Te 
sera représenté par l'expression 


ae t)tf(0)] 


I : ur! 


TOOL dui 


où il ne faut retenir que les termes qui contiennent w en 
dénominateur. 
D'après cela, si l’on représente par 


P, + P,x + P,x? + P,z +... 


le développement de la fonction 


p(x) 
u— x+ f(x) 
on aura ’ 
ef)  etm[ft)T 
pas p(u) sir ur! is Ù ut! 
dE BR ur du 1.2 du? TA 


pourvu, nous le répétons, qu’on ne retienne que les 
termes qui contiennent w en dénominateur. 
Supposons que la fonction o{(x) soit de la forme 


gtx) =ÿ(z)t— f(x), 


et faisons, pour abréger, 





qu 


ur+r1 ? 


la valeur de P, sera 


P,= Y(u) — Y(u)f'(u) + RC; () 15 dy(u) fu) f'(u) 


du du 
CAC PACT RM AI BACSI TE 


12 du? er du? CNE. 
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L L 1% 
Or on a, en faisant url Via), 
_ du 


dY(u)f(u) / rt 
os 7 TN Yu) F'(u)+w'{u) f(u); 


on a aussi 


I lY(u u)l | 1 
RÉ ; Er ! a Er ere AC [(a) US" (u) 





ï 


+ — vu) Cu), 


Lt Ds L 
et, en différentiant £ — 1 fois, 


L div(u){f(u)] 


‘ 
EL dui 


1.2...(i—1) dui=t 


A dui— î 


+ 


au moyen de ces formules de réduction la valeur de P, de- 
vient 


P,= V(u)+ V(u)f(u) 
1 dW(u)L (a) r diW(u)LA(a)p | 


1/2 du 1:29 du? 











Considérons d’abord le cas où la fonction d(x) se ré- 
duit à l’unité; on a 
Ï 
Vlu) = 


anti 9 


d’ailleurs P, devient l'expression de la somme 


Y L( I 
LE +. + 


a+ A+! : n+1 ? 
a l 


on a donc, en mettant partout z au lieu de 7 +1 eten 
25. 
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» + I F put © , I 
désignant par { — | la dérivée de —; 
u” a” 


tnt tetee st (=) fu) 
Se , d)wr , () ver 


u" 
ee 


+... 
1.2 du 1 du? 


où l’on ne doit retenir que les termes qui contiennent w 
en dénominateur. . 

Le cas où Y(x) est une fonction entière quelconque 
d’un degré » inférieur à z conduit à une formule plus 
générale ; mais celle-ci se déduit immédiatement de la 
formule (3). Car soit 


V(T) = QG Gr CG TEE IOR 
on aura 


<= 
Es 
fa 
=! 








— RENE © 
u" u" UT TE LEE à 
et la formule (3) nous donnera 


[Y(a)+F(db)+...+w() + NE (au) 
( 1 dY'(u u\\? 1 d'Y'(u)[ fu)? 
en continuant, bien entendu, à ne retenir que les termes 
qui contiennent u en dénominateur. 

195. Supposons que la série contenue dans le second 
membre de la formule (4) reste convergente, quand on 
ne rejette aucun de ses termes, et désignons par le sym- 
bole [ Ÿ ] la somme vers laquelle elle converge; repré- 
sentons aussi par —€,| Ÿ | la somme des termes qui 
ne renferment pas & en dénominateur. Alors la for- 
mule (4) deviendra 


(5) Y(a)+Y(d)+..+w()=[F](i+ ec), 
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et l’on aura 


| DRE Piu) Au) P(a) + — CRAN. 


" ” 1,2 - du 
(6) k—1 y! k 
Re Y'(u)[f(w)l 

A SE + duk-—1 FA 


Les séries dont le type est indiqué par la formule (6) 
possèdent une propriété remarquable dont Lagrange à 
pu déduire, comme nous allons l'indiquer, la formule 
célèbre à laquelle son nom est demeuré attaché. 

Remplaçons la fonction Ÿ (4) par une autre fonction 
de la même forme II (u), dans le second membre de la 
formule (6), et désignons par [II] ce que devient alors 
ce second membre; on aura 


1 dI(u)|f(u)|" 7 


[T]=n(x) + (u) fu) + — 


) ob du 
# Tr 
LRO AtT ES 


Maultiplions l’une par l’autre les séries contenues dans 
les seconds membres des formules (6) et (7), et réunis- 
sons en un même groupe les produits partiels dont les 
facteurs occupent, dans les séries dont ils font partie, des 
rangs marqués par des nombres ayant la même somme. 
Le premier terme du produit obtenu sera Ÿ (u) IT (u) et 


le deuxième terme sera 
dY(u u 
U(u)L'{(u)f{u) + (au) (u) f(u) — SPAALR u, 


le terme général sera égal à l’expression 


di #! (0 u }* k de (ul FU 
: Le n'(u) (ape EME A GULE 


k(k— 1) dW(u)[f(u)} dés (u)[ Fa) 
DR PARA NE ar 
F2 du Que 


I(«) 


Yu) 
du A 74 
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cd I j sis j 
multipliée par > ou, comme il est facile de s’en 


AIX STE 
assurer, égal à 
Fra dit (u)Y (u) 
I du 


A een timer ec > 2 à «jt 
F2 UE duk—\ (°) 





Maintenant, si les séries (6) et (7) restent convergentes 
quand on réduit chacun de leurs termes à son module, la 
série nouvelle que nous venons de former sera aussi con- 
vergente, par un théorème connu, et elle aura pour somme 
le produit des sommes des deux premières séries. D’ail- 
leurs elle se déduit de la série (6) ou (7), comme on vient 





(*) La réduction dont il s’agit ici résulte de la formule qui sert à expri- 
mer la différentielle d’un ordre quelconque du produit de deux fonctions. 
Si u et v désignent deux fonctions d’une variable indépendante x, on a, 


d' (uv) =ud" o+ EE dud" — ; pH HÈH tirs, d'EPS 
1 “ 


mais, { étant une fonction quelconque de x, on peut écrire aussi 


d” Que)= ul v + É (eau) +... 


pb. Che Error Carre ot 2) des — À 


k H. 
(a) RCRONT: CPE 


p 
je 
—1, 4 y 
+ d° (e* du}e= 2 

t 
Cette formule se vérifie immédiatement quand w = 1; pour établir sa 
généralité il suffit donc de montrer que si elle a lieu pour les valeurs 
1,2,...m de pu, elle subsiste pour u=m+-1. Dans cette hypothèse, si lon 


k ; + : ? x 
fait = m—i et qu'on écrive £ au lieu de u, Ti au lieu de », on aura 





me © +74 CE Ve m— i MEtEIUEC 
d vs duc Ru : (td)d ME] 
\ (m—i)(m—i—1) 2 nie 
(4) EE 4 (4 de) A 5 
. t 
dt! (Ie di) 2 À 
h : L ALES “4 


Cela posé, si l’on différentie la formule (4), après y avoir fait u =, on 
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de le voir, en remplaçant dans celle-ci # (x) ou IT (u) par 
le produit IT {u) # (u); donc on a 
(8) CE] =(#]{n), 


et si l’on pose 








DR Eu OR ES D (a) —= Fu 
on déduira de la formule précédente 
[o} _po 
ae si] 
Posons 
LATE _ D(u) — _. d’où vi mnt) à AS 


n et 2 — m étant des entiers positifs, on aura, par la 
formule (5), ( 


I Ï 1 ui 
Ro ir lie), 
et de même 
I I 1 l 
nm pen tot = [61 (1 + en); 


dark Pa 


trouvera, en faisant usage de la formule ( b ), que le coefficient de w 


se compose des deux parties suivantes : 


à mim—i1). . (Mm—k +1) y, ,rk . 
k 12205 RATE 
(m1)... (m—k k— 
20 RE À = _ [audit an + — = d(t du) d' (2-2 dt) +. 


+ di ( au).e]. 


Dans la seconde partie, le facteur entre crochets a pour valeur 
d“=(4" du), car ce facteur n’est autre chose que le second membre de 
la formule (a) quand on remplace w par k—1, u par t et » par "7" du. 
La somme des deux parties dont nous venons de parler est donc 

m+i)m(m—i1).,.(m—k+3) 
Cm 1} Am ED d“-!(t* du), 
D HAN EU 


d’où l’on conclut que la formule (a) subsiste pour u = m +1. 
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la formule (9) deviendra alors 


a\” a? 
. eG) Et) he 00e 
TATES a\rm te ={;] 


Supposons que le module de la racine a soit inférieur 
au module de chacune des autres racines, et faisons 
tendre n vers l'infini, "2 restant constant; les rapports 


& 


b b 
E,_n S évanouissent aussi pour Z — © , On aura 
ñ 


fs] 


a ñn a n—m » . ® , À 
rh <) ... tendront vers zéro, et si les quanutes €,, 


c'est-à-dire 








d'(u") À 
sam do D, AR he 
PA dernier en er 
UE rs d{u”) 
d'-1 / k 
4 I du [(2)] 
L 2" du mb" 


enfin, si l’on désigne par F (u) une fonction de u, telle 
que 

F(u) = Go UM HR UT Hs 
on déduira immédiatement de l’équation (10) la formule 
due à Lagrange, savoir : 


F (a) = F (u) + F'{u) f(u) + — dF'(u)[f(«)F LITE 


du 
, 
(14 | su I A 2 Lt A à 1 
| PAR ET dut 


Si l’on prend F{u) —u, la formule (11) donnera le 
développement en série de celle des racines qui a le plus 
petit module. 
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Le résultat qui précède montre que si lon cesse de re- 
jeter les termes qui ne contiennent pas w en dénomi- 
nateur, dans la formule (4), il faudra réduire le premier 
membre à celui de ses termes qui se rapporte à la racine 
de module minimum. 

L'analyse que nous venons de développer est extrème- 
ment élégante, mais on aperçoit aussi combien elle est 
défectueuse ; elle indique effectivement que certaines con- 
ditions sont nécessaires pour l’exactitude de la formule 
obtenue, mais elle ne donne aucun critérium pour recon- 
naître les cas dans lesquels ces conditions sont remplies : 
nous reviendrons sur ce sujet à la fin de ce Chapitre. 


ÆExpression de la somme des puissances semblables des 
racines d’une équation, en fonction des corfhicients. 


196. Nous allons appliquer la théorie que nous venons 
d'exposer à la détermination de la somme des puissances 
semblables des racines d’une équation en fonction des 
coefficients. Soit 


(1) A DE use PaetE 1 Un -— 0 


l'équation proposée. Nous désignerons par 4, b, c,..., 1 
ses racines, et nous poserons 


Sn = a+ bte +, + ir, 


PU 4 
Si l’on change x en -; l’équation (1) devient 
TZ 


Ï D »à 
Dr. mn de). 
P: P: Pi 


‘u— x + f(x) =0o, 


. L . 
en mettant u au lieu de — —; dans le premier terme, et 
P: 
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en faisant 
#? 1) 
f(z)= — Berbes. + lea) . 
li P: Pi 


Les racines de l'équation (2) sont les inverses de celles 
de l'équation (1), on aura donc, d’après la formule (3) 


du n° 194, 





/ I 
(3) ss 
| UP, RW) 
TN du MAT ES du? or ie 


série dans laquelle le terme général est 


di LP (u)T 


n utri 


(4) CT a de CONTE 


? 


et où il faut retenir seulement les termes qui contiennent u 
en dénominateur. Cherchons à quoi se réduit l’expres- 
sion (4). | 
Conformément à l’usage adopté par plusieurs géo- 
mètres, nous conviendrons que le symbole l'(u + 1) re- 
présentera le produit des x premiers nombres entiers dans 
le cas de p entier positif, et que le même symbole se ré- 
duira à l’unité dans le cas de u — 0 ; ainsi l’on aura 


huit 1}eséee 0 ee TT 


Cela posé, on a 


P2 M3 3.3 Fe ") 
u)= — | — u? L° +... 2 
fx) (Eu P: "7 


et, en élevant à la puissance x, 
À, 


P, :: pbs 
[f(u)] |: un > Ci Getz rt ù 2 PARLE 
r'( 2 + DE r'(A mai) phatet on 
El 
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le signe sommatoire D: s'étend à toutes les valeurs en- 


tières positives ou nulles des exposants À, À3,..., À,, 
assujettis seulement à vérifier l'équation de condition 





(5) ++ +=. 
EN TT n—-1 
Si l’on multiplie cette valeur de [ f{u) |‘ par LE — 5 
t 
et qu’on détermine le nombre À, par la condition 
(6) L+2h+3h..+ mn A, 
il viendra 
n : ; 
Tics an VU] 
: Dès Sr À 
— (— Di: 2 RER SM TRS PORTES nr Carl) 
Th +1) Tin +1 lp SE S è 


et comme nous n'avons à tenir compte, dans le second 
membre, que des termes qui contiennent w en dénomina- 
teur, on voit que le nombre À, ne devra recevoir aucune 
valeur négative. Si l’on prend les dérivées d’ordrei—1, 
.' Jr : LA Lé Le 
par rapport à u, des deux membres de légalité précé- 
dente, il viendra, en ayant égard à la condition (5), 


AU ARE 
d u"T! LA] 








thai dur 
(7) 
y AN DR pu 8 es pal eg sec 
POP TER 1) pate. + ptet dm 
Î 


Le second membre de cette égalité (7) exprime la somme 
des termes du premier membre qui contiennent uw en 
dénominateur; ces termes sont les seuls qu'il faille re- 


tenir; le signe ÿ s'étend à toutes les valeurs entières 


nulles ou positives des exposants À,, À,,..., À, suscep- 
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tibles de vérifier les équations de condition (5) et (6). 
En faisant successivement 


SHARE, AA ER 


l'équation (7) fera connaître la partie à conserver dans 
les différents termes du second membre de l'équation (3), 
à partir du troisième, Mais je dis, de plus, que le second 
membre de l’équation (7) exprimera, pour 1 = 1, la par- 
tie à conserver dans le deuxième terme de la valeur des, 
et que, pour 1 — 0, ce même second membre se réduira au 
premier terme = de la valeur de s,. En effet, pour it — 1, 


Un 
les exposants À, À,,..., À, sont nuls, à l'exception de 
l’un d'eux, qui est égal à 1; si c’est À, qui est égal à #, À, 
est égal à 7 — p d’après la condition (6); le second 
membre de l'équation (7) se réduit alors à 





où le signe >, s'étend aux valeurs de p depuis p = 2 jus- 


qu'à p—m si m est moindre que », et Jusqu'à p—=n# 
si m est plus grand que #. On voit que l’expression pré- 


Lé Le il 
cédente représente la somme des termes de — n DT: J{u), 





qui contiennent u en dénominateur. 

Enfin, pour i — o, les exposants À,, À3,..., À,, sont 
tous nuls; À, se réduit à 7 à cause de la relauon (6), 
et, à cause de nl (7) —T{x7 +1), le second membre de 


3 . # 4 ° : * ; I . 
l'équation (7) se réduit au terme unique —» qui est le 


premier terme du second membre de l'équation (3). 

Le second membre de l'équation (7) ne renferme pas 
explicitement l'indice :; donc, d’après ce qui précède, ce 
second membre exprimera la partie à conserver dans les 
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différents termes qui composent le second membre de 
l'équation (3), pourvu que l’on fasse abstraction de la” 
condition (5) et qu’on n’ait égard qu’à la condition (6). 
Ainsi l’on a 


À À 
Lt BEL mn) PRIE I 
ha D Cr Me nn lo) Ps MENU OL IFR 
(Am + 1) phate tm nait 
ou, en remettant — — au lieu de u, 


Pi 





ES 1) ++. HlnnT 4 M4 PET + Am) ), 


RE (+1)... THE) P P, pr 


m ? 


le signe D: s'étendant, nous le répétons, à toutes les va- 


leurs entières nulles et positives des exposants À,, À,..., 
À, susceptibles de vérifier la condition 


L+H2h+ 3h +... + HÉMSNEEV2 


La formule (8) fait ainsi connaître immédiatement, en 
fonction des coeflicients, la somme des puissances 7'°°* 
des racines d’une équation ; elle a été donnée par Waring, 
dans ses Meditationes algebraicæ (*). Waring ne fait 
pas connaitre la méthode qui l’a conduit à sa formule, et 
il se borne à en vérifier l'exactitude. 


Application à l’équation du deuxième degré. 


197. Ecrivons l’équation du deuxième degré sous la 


forme 
T?.— PTE qi 


Pour avoir la somme des puissances n°”** des racines, 
il faudra faire, dans la formule (8) du numéro précédent, 


Pi= — P » Pm — D: SE q; 





(*) Editio tertia, p.1 
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id ? 

si l’on pose, en outre, À, = y, on aura À, = n — 24. On 
trouve alors cette valeur de 5, « 


. | 


GR BRE (7 7 eE 
—— at P We. 
% > (7 —2u+i)T Due) 1" 


le signe > s'étendant aux valeurs de x 


; = ma 
jusqu'au plus grand entier contenu dans a En rempla- 


çant les L par leurs valeurs, il vient 


, MERE A ue 
Sa = P'— RPTq + 2 pt —... 





1, 2 
PRE ne (PE TRES nas le fe RU RS NS 
«20 ea ve Fe 


On déduit immédiatement de ce résultat la valeur du 
polynôme que nous avons désigné par V, au n° 109. 
En effet, V, est une fonction entière de x définie par les 
deux équations 

I 
V,=s+-s 2+-—=x. 
4 Z 
Il s'ensuit que V, est la somme des puissances 2%" des 
q 
racines de l'équation 


I 
| se 2)=e, ou t?— xt+1=10; 


par conséquent la valeur de V, se déduira de celle de 5, 
écrite plus haut, en faisant p — x et g = 1; il vient ainsi 
n(n—3) 


V,= a — Ra + A — 
12 


2 (— 1)? n(r—p—t): (2 — 2H) n— 38 
1.2,..1{2 





hé es 
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formule qui coïncide avec celle que nous avons obtenue 
au n° 409 par une analyse différente. 


Sur l'expression d’une fonction Symétrique d'ordre 
quelconque des racines d’une équation, en fonction 
des sommes de puissances semblables des racines. 


198. Waring a donné, dans ses Meditationes alse- 
braicæ (*), une formule qui fait connaître l’expression 
d’une fonction symétrique d'ordre quelconque des racines 
d’une équation, en fonction des sommes de puissances 
semblables des racines. Nous allons établir iei cette for- 
mule remarquable. 


Soient 
Lis T3 Tigres T m 


les m racines d’une équation de degré m, et 
&: 5: Ua 9 …. Ai 


des entiers positifs ou négatifs. 
Nous conserverons les notations dont nous avons fait 
usage dans le Chapitre précédent, en sorte que s. repré- 
ge Chapitre précédent, que s,, repré 


sentera la somme des puissances de degré x; de toutes les 
racines et que le symbole 


D ME ES TN 
l 2 t 


désignera la fonction symétrique d'ordre #, dont tous les 


2 e #4 œ œ; . 
termes se déduisent de x "x,'...x;",en faisant toutes les 
permutations possibles des racines. Nous supposerons 
d’abord que les exposants « soient inégaux, et alors on 


(*) Editio tertia, p. 8. 
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aura 


y ©; Xi Œe 
T'ES SRE Re" mit 
Los : %. te =} 
Qi; © La œi_ 73 Xy Xe; &;_ 
(1) Ur # h : tx Herr L 7 Fe Ft ps 1x 2 op CE 
\ à i 2 1 2 
ART à Cat &; 
DR RE 1 hs 
i 


Cette formule permet de calculer les fonctions symé- 
triques d'ordre : quand on sait former celles de l'ordre 
1 — 1: on en déduit 





+ 25 


(sa Poches as A+ Ge ds HE) + Met Os ? 


S'ONSURS SCIE: A SITES 
Gy PO) Ci À Gi Ls He Les ii y at Lg 
S À $ 4 45 $ s 
Ls Hg HT, La y Ait Us y Ait 
a So, He, + ox Sais ad 
1 a 8 4 &s a 4 


Lg Soi -+ La + Fe eat re 
TUE (s s + S S mn | 


« S 
ATX Qt, Li Agoia TT 4 Li + Us ed 


OR ADR M dE 


SUP El real y lue) dé Aie ls)... Fe a S "otage d'a ls ec. » de Hs vla ne) dt u Ni Se 


On peut écrire ces formules d’une manière plus abrégée 
et découvrir la loi de leur formation en faisant usage de 
la notation suivante : partageons les z indices 


Lis Has... &; 


en divers groupes. Soient À, le nombre des groupes qui 
contiennent un seul indice, À, le nombre des groupes qui 
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contiennent deux indices,.…., À; le nombre des groupes 
contiennent 2 indices; on aura 


+2 +3 +. Hi —=i; 


on voit que À, doit être égal à zéro ou à l’unité, et si À; =1, 
tous les autres À sont nuls. Cela posé, ajoutons entre eux 
les indices « de chaque groupe et désignons par 


Gi éalatab 6 


les sommes obtenues ; enfin considérons le produit 


faisons toutes les permutations des indices &,, &o,..., ©. 

P mr 9 s) î 
qui font acquérir à ce produit toutes les valeurs distinctes 
dont il est susceptible, ajoutons tous les résultats et dési- 


gnons par 
tk (lis Jets .…..s À) 


la somme obtenue qui sera une fonction symétrique des 
indices &. 

D’après cette notation, les formules écrites plus haut 
deviennent 





PR T2) 0) PIO, t}; 


4 14 M M 


amasæszT(3,0,0)—T{(1,1,0) +2T0,0,1), 





mr r ri UT(4,0,; 0,0) af 2hsho;0;) 
+ 2T(1,0,1,0)—2.3T(0,0,0, 1), 
di ns x pts xs —T(5,0,0,0,0) —T(3,1,0,0,0) 
+ 2T(2,0,1,0,0)+T(1,2,0,0,0) 
— 2,3T(1,0,0,1,0)—2T(0,1,1,0,0) 


L2,3.4101(0/0,0,0,.17, 
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et il est aisé de vérifier qu’on a généralement 


4 


| > OT 
u 


| = Ÿ CRUE T (2)#T (3)... r(i)x SAS PU AA \;) 


le signe > du second membre s'étendant à toutes les va- 
leurs de À,, 2,,..., À; qui satisfont à la condition 
+2 +3h+...+ilk —=i, 


et le symbole l'{u) désignant, comme au n° 196, le pro- 
duit des u — 1 premiers nombres entiers. 

Au moyen des formules (2) on vérifie l'exactitude de 
la formule (3) pour : — 2, 3, 4,5; donc, pour établir la 
sénéralité de celle-ci, il suflit de prouver que si elle a lieu 
pour z = k, elle a lieu aussi pour 2 = k +1. Admettons 
que l’on ait 


ÿ RE LS ER 
l 2 k 


— Di LT LR 1 (2) 1 (37. (44 T (lu PACE M) 


le signe © du second membre s'étendant à toutes les va- 
leurs des entiers À, pour lesquelles on a 
À + 2H: OURS. AMER ; 


Il est évident que l’expression de 


a LA 5 
ÿ LR perle 
i k k+1 


sera formée de termes tels que 


THE Xe » À4, Mi)» 
où l’on aura 


+2 + 3h +... +AU+ (A+ hu + 
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nous allons chercher à déterminer les coeflicients qui 
multiplient ces différents termes. 

Supposons d’abord que À, ne soit pas nul, ce qui exige 
que À41 le soit; on aura 


(X — 1) + 2; Et Qui + «+= k. 
Cela posé, le terme en 
L'UArS Mens 9 À oO), 
que nous considérons, proviendra en partie | formule (1)] * 
CAR DE n Œ 0 Ca 
de la multiplication de s,. Pal Dir Lente 


comme les termes de ce produit ne peuvent évidemment 
se réduire avec ceux qui proviennent du changement de 
dy EN My + Guy) OÙ de a: EN &2 + dry, OU, etc., il est 
clair que le coeflicient de 


ME RS veto) 
dans PERS x... arm sera égal au coeflicient de 
TE LE af 154) 
dans DE x... xx, C'est-à-dire égal à 
M mar) DT 4j 


ce résultat est conforme à celui qu'on déduit de la for- 
mule (3) quand on y faiti—k+r. 
Considérons maintenant le terme en 


CO A RE AIO NE TO}; 
dans paire x... x xt. Ce terme provient tout en- 
tier | formule (1}] des résultats que l’on obtient en chan- 
geant, dans — DL Di: TR TU CD Tir OU 


20. 


je 
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Gi CN Go + Gy4, OU, etc. Les termes de l'expression 
de — Dia x®...x/x Qui concourent ainsi à former le 
terme que nous considérons sont évidemment de la forme 


T (0, 36h et eh L$ Meg TP NAN 


‘où g peut avoir toutes les valeurs telles, que À,,, ne soit 


as nul, et le coeflicient correspondant sera, d’après la 
P P ) P 
formule (4), 


td en (oh p (8)... P(o) FO DIU PSS TEE 


horosnnns 


Or, chacun des termes de 
T(o, hs. .) Àg +1, gg — L,... ) M) 
ee ? \ , LR A . 
contient, d’après sa définition même, un ou plusieurs 
facteurs de la forme 
PR th a tte, ee 
où le nombre des indices «& est égal à g; si, dans les fac- 
teurs de ce genre, on remplace successivement &, par 
C4 + dy PUIS &a PAT de + Mgr PUIS, CtC., et qu'on réu- 
nisse ensuite tous les résultats, chaque terme sera répété 
g fois dans la somme. Il s'ensuit que le terme en 


Fo, Naf tee hote Ep — HS LUS 


Le aie L'AERX VA : 
donnera, dans D Li Lite LL, F1) UTC PAIE 


termes contenus dans l'expression 


To, À Àg 3 Àgptye ve FE Oo), 


et que ceux-ci auront pour coefhicient 


(de ee (aan (g Tir (9-1 RIRE 


ou 


(Rp (2 Te) r (gr) re DTA 
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à cause de gl'(g) = T (8 +1). Les termes qui peuvent 


naître des diverses valeurs dont g est susceptible ne 
pouvant se réduire entre eux, Île coefficient de 


T(o, h AIN TAES 0) 
dans æ LVL. UE LA sera 
k k+1 


Re TT de rs Pa C (2) r (3), T4}. 


Ce résultat est conforme à celui qu’on déduit de la for- 
mule (3) en y faisant : = k +1. 
Considérons enfin le terme en 


… 


Ta house par Qui 


dans D aa... avr win, Îl se forme au moyen du seul 


terme 
PR Oo No Our) 


de — ha x%...x%r. Î] faut effectivement, pour cela, 


ajouter successivement &;,, à chacun des indices qui 
entrent dans ce terme, et réunir tous les À résultats qui 
sont évidemment égaux entre eux. On voit alors, à cause 
de AT (k)=T(k+:), que le terme considéré a pour 
valeur 

(—1T(£+i)T(o,0,0,...,0,1), 
ce qui achève de démontrer l'exactitude de la formule (3). 


199. Il est aisé de trouver le nombre N des termes con- 
tenus dans la fonction que nous avons désignée par 


Effectivement chacun de ces termes correspond à une cer- 
taine distribution des indices 


Cr Los ses 
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en À + he +... + À; groupes, et À; désigne généralement 
le nombre des groupes qui renferment X indices. Écri- 
vons, sur une même ligne, tous les indices « de manière 
que ceux qui appartiennent à un même groupe se trouvent 
placés à côté les uns des autres, en commençant par les 
groupes d’une seule lettre, mettant ensuite les groupes de 
deux lettres, et ainsi de suite. On pourra former, de 
cette manière, N permutations ou arrangements des z in- 
dices qui correspondront respectivement aux N termes 
de T, Si maintenant on fait dans chacun de ces N arrau- 
gements toutes les permutations possibles des indices qui 
composent chaque groupe, sans altérer l’ordre des groupes 
et sans faire passer aucun indice d’un groupe à un autre, 
le nombre total des arrangements qu’on obtiendra sera 
égal à 

Nr(o)ir(3)e...r(é)i- or (à +1)" 
Enfin, si dans chacun des arrangements ainsi formés, on 
permute entre eux, de toutes les manières possibles, d’a- 
bord les À, groupes qui contiennent chacun un indice, 
puis les À groupes qui contiennent deux indices, 
puis, etc., sans altérer l’ordre des indices qui composent 
un même groupe, le nombre de tous les arrangements 
ainsi obtenus sera 
Nr(2)ur(3)#...r(i+1) TP (A +i1)T (ha)... P(X +). 
Or il est évident qu’en opérant ainsi on a formé toutes 
les F (i+1) permutations des à indices sans en omettre 
ou en répéter aucune. Le nombre précédent est donc égal 
à l'(£+1),et, par suite,on a 

r(i+1) 


N — Mn an D Na CNE 
Pa) D (Bar (D Ou) D (ac a}el (ut) 





200. La formule (3) suppose que les z indices 


His Hays re) (e R 
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sont inégaux. Supposons maintenant que parmi ces in- 
dices il y en ait p, égaux à &;, du: égaux à &:,..., enfin 
» Lt - un 
x égaux à «,; il est évident que le second membre de la 
formule (3) devra être divisé par 


Tu +1)T (+1)... lux +), 


ainsi que nous l’avons déjà dit au n° 173. 

Supposons, en particulier, que les z indices soient 
égaux à un même nombre «& : on devra diviser le second 
membre de l'équation (3) par F(i+:1); d’ailleurs; cha- 
cun des N termes de 

CDs Ans sole > An) 


se réduit à 
à 


Si 


donc cette fonction a pour valeur 


LA me 1 +3 s 5: si 
DORE PDU Dar eT (RE) 7 


14? 











ou 
. SR OENAPRRE 
high, p(a)ar(3)e...r (D (ui)E ot). er (ii) 
la formule (3) donne alors 
> (ais x) 

5 ci 
( ) CN AT À; Æ 7 ve 

LEE D: x Se 8, x . Six 


1,9, ip (M +1) P(R +1). (hi +1) 


Je signe > du second membre s'étendant, comme précé- 


demment, aux valeurs nulles ou positives des entiers À;, 
À:,..., À; susceptibles de vérifier la condition 
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Détermination des coefficients d'une équation en 
Jonction des sommes de puissances semblables 
des racines. 


201. L’analyse précédente donne immédiatement l’ex- 
pression des coeflicients d’une équation en fonction des 
sommes de puissances semblables des racines. 

Soit l'équation 


Len RE Pa TE ire à Le NS 
el représentons, comme précédemment, par 
Li, Loges Um 
ses m1 racines. On a 
pi= (— DCE HE 
par suite, la formule (5) du n° 200 donnera, en y faisant 
CINE 
74e (SHARE 1e Ÿ 
pt —— ——————————— —— shs}..si!, 
14,9/8,3%,. 40 (1 HF (+). Ti +) 
- le signe > s'étendant toujours aux valeurs nulles et posi- 
tives des exposants À qui vérifient la condition 
À, —— 2» À: + , . s + LPS 


En faisant 1= 1, 2, 3, 4, etc., on trouve 





Pi —Si; 
I 2 I 
PUS mn Te 
P > 1 > ? 
I Li Lil 
EE DA NET EL 
+ 1 4 1 .2 à k > I 
PONS TT Se TER Fra ne he 
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1l est aisé de vérifier ces résultats au moyen des formules 
de Newton. 


Méthode nouvelle pour former le dernier terme de 
l'équation aux carrés des différences. 


202. Le produit des carrés des différences des racines 
d’une équation prises deux à deux, ou, ce qui revient au 
mème, le dernier terme de l’équation aux carrés des dif- 
Jérences, est une fonction entière des coeflicients de 
l'équation proposée, qui possède plusieurs propriétés 
remarquables et qu'on a occasion de considérer dans 
diverses questions d'analyse supérieure. Nous avons fait 
connaître au n° 179 le procédé de Cauchy, par lequel on 
peut calculer la fonction dont il s’agit, pour une équation 
de degré m, lorsqu'on connaît la valeur de cette même 
fonction pour une équation de degré m — 1. Je me pro- 
pose ici d'indiquer un procédé nouveau et d’une grande 
simplicité pour résoudre la même question. | 

Soit l'équation de degré m 
(1) at parie pat + pas + Dm 17 + Pn—=0) 
et désignons par V,, le dernier terme de l’équation aux 
carrés des différences des racines. Il résulte de la théorie 
des fonctions symétriques, que V, est une fonction en- 
tière des coefficients pi, Pas-.., Pny et que chacun des 
termes de cette fonction renfermera m(m—1) dimen- 
sions, si l’on considère chaque coefficient p comme ayant 
autant de dimensions que son indice contient d'unités. 
D’après cela, la valeur de V,, ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de p,, aura la forme 


m—3 


(2) Va — AP, —+ A re A:P, SP A m1 Pm nr À 3 


nr 


À,, A,..., À, étant des fonctions entières de pi, Pr,.. , 
Pm_1s) dont la première est une simple constante. 
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Désignons par V,._; le dernier terme de l'équation aux 
carrés des différences des racines de l’équation 


(5) D + p, x"? + P: ani +. + Pme2 Z + Pr — O0, 


Lorsque p,, est nul, la fonction V,, se réduit à À,,; d’un 
autre côté, l’équation (1) se déduit alors de l’équation (3) 
en multipliant celle-ci par x, c’est-à-dire en y introdui- 
Sant une racine nulle. Il s'ensuit évidemment que l'on a 


2 
An y LL 2} Vaste 


Cela posé, il est évident que la fonction V,, ne changera 
pas, si l’on augmente chaque racine de l’équation (1) 
d'une même quantité k; or, par ce changement, les coef- 
ficients p1, Ps, .., ph prennent des accroissements 


AP; À Prisons À Pn=1 > AP 


qui s’'évanouissent avec =, et dont les termes qui con- 
tiennent À à la première puissance sont respectivement 


mh, (m—3}p;h, (m—2)p;h,..., 2 Pmils Ph. 
L’accroissement correspondant A V,, de V,., savoir : 


d VE y d Va A ve 4j d Vh 
dp l dp2 TRE dPm 











Pneu 


est nul, quel que soit k, et, par conséquent, le coefficient 
de la première puissance de k est identiquement nul ; on 








a donc 
d'y ans ( d Ve 10 { 2) d | qu if dVy 
nm 2 NT 2 m — à — oi sd = 04 
dp, ja )P\ dp; | Pa dp: Éy dPm 4 


On peut obtenir, d'une autre manière, cette équation 
qui va nous conduire à la valeur de V,.. Si, en effet, on 
fait disparaître le second terme de l’équation (:1) et qu'on 
exprime, par le moyen des différentielles partielles, que 
V,, est une fonction des coefficients de l’équation 1transfor- 


Ve 
dé 
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mée, on retrouvera l’équation que nous venons de former. 
Nous écrirons, pour abréger, cette équation de la 


manière suivante : 
dV»r 


LE 





en feignant que p;, ps,..., p, soient des fonctions d’une 
variable #, qui aient respectivement pour dérivées 


d d dPn_ dPn 
ee of LÀ ani — 1) Pisse.s 5 CRE 2 Daet En ESS TAN 





En différentiant l'équation (2) par rapport à la variable 
fictive €, se rappelant que A, est une constante dont la 
dérivée est nulle, il vient 


Fe OR [ m—1) Apr + (mm — 2) A; Pie +... + 2453 Pn + a. | 


d A: m—2 d'A; n—3 WE d r., Veau 2 d An D a d Fu 
dé de dE age FRS d* Pa dé Pm dé 





dV s . , x 
Or, PTE est identiquement nul; on a donc, en égalant à 


zéro les coefficients des puissances de p,,, 











Pn=1 An + _ 230, 
d'Ap 

S PR n-2 + di 0) 

3 Pn1 Am--s + “ _ 0, 

Rite à se RO , 

(nm — 5) Pr As + Le aus 

(M — 2) Pn_1 À: + As "0" 
| M. à dé 

(mn — 1) Pr À + mi 0 
| di 
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Si l’on connaît |'At la valeur de A, s'en déduit 
immédiatement, comme on l’a vu plus haut, et les équa- 
tions précédentes donneront ensuite successivement À,,_:, 
A,» etc.; en sorte que la valeur de V, se déduit de celle 
de V,,_; par de simples différentiations. 


203. Exemrze. — On a 
Vi pi — 4 pa; 
supposons qu'on veuille avoir V,. On posera 


Vars A,p° + Apps + As) 
et si l’on fait 





GER dpi 
AR 2) AE AE 
on aura 
d'A. d A 
Pit 7e = 0) 2 Pa Ài + te 


On a d’abord cette valeur de A,, savoir, 
As palpi — Apr) = Pips — 4P:; 


on en déduit 





A A. > 
peser RAR API 


el, par suite, 
A, 19p1 Pa Pr Aa 
on trouve enfin 


u 
L TOR: 
dé 
el, par suite, 
A, mn 7 27 
On a donc 
Vs= — 279p5 + (18pip: — Âpi)ps + pipi — Aps: 


Supposons encore qu'on veuille avoir V,. On posera 


Vie AÀ,p: à 2e A:P, Aus A:P: + À, 
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puis 
dpi dpr dpi 
MER t ane 
et 
d'A d À d'A; 
P:A3 + de —O, 2P3A: + 3 —O, Sp;A;+ de — O 
On a d’abord ; 
A4 — 29p; + 18piPap3 — ApiPs + PiPaPs — 4P3P5) 
d’où 
cl A , 
ne = — 144p:p; + 6p;p; + 80pp:p3 —18p; PP; 


+ 4pipaPs —26p3Ps; 
ci, par suite, 
A; 144 ps pi — Gpip; — 80p p3 ps +18pi Pip 
PDP) 10) 








d’où 
GAS NE k Re à ee 
AU 384 p pi + 256p; ps — 288 p° pips + D4pi Pas 
et, par suite, 
A —192pips — 128p; + 144p{ pa — 27p;; 
d'où 
Le = — 708», 


et, par suite, 


A = 200% 


ce qui achève de déterminer la valeur de V,. 

Dans le cas particulier du quatrième degré, on peut 
mettre sous une forme commode pour le calcul arithmé- 
tique l’expression du produit des carrés des différences 
des racines. Prenons l’équation proposée sous la forme 


ax + 4 bas + Gex’ + {dx +e—0, 
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et soient 
I—ae— 4 bd + 30, 


JT = ace + 2bcd — ad? — eb? — c, 
On aura, en désignant les quatre racines par &, 6, y, 0, 


axe pa — ya) (By APENPERSRS 
— 16 (1 — 27J°). 


C’est M. Cayley qui, le premier, a trouvé cette formule. 


Démonstration nouvelle de la formule de Lagrange. 


204. La formule de Lagrange a fait l’objet des re- 
cherches d’un grand nombre de géomètres; Cauchy, en 
particulier, est revenu à plusieurs reprises sur cette for- 
mule, et ilen a donné diverses démonstrations. Mais, dans 
ces derniers temps, M. Eugène Rouché a fait une étude 
nouvelle et plus complète de la question, et il a publié 
dans le XXXIX:° Cahier du Journal de l'École Polytech- 
nique une démonstration qui ne laisse rien à désirer sous 
le double rapport de la rigueur et de la simplicité; noûs 
croyons utile d'exposer ici l’analyse de M. Rouché. 

Les développements qui vont suivre ne se rapportent 
pas seulement aux équations algébriques; ils s'appliquent 
également aux équations transcendantes. Rappelons à ce 
sujet que si f (z) désigne une fonction quelconque bien 
déterminée de la variable z, qui s’annule pour z = z,;, 
et si, g étant un entier positif, la fonction 


ACER TES 


(y Pate 


a une valeur finie différente de zéro pour z = z,, la ra- 
eine 3, de l’équation f (z) —0o a le degré de multipli- 


cité p.; les règles du calcul différentiel montrent que dans 
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ce cas les  — 1 premières dérivées de la fonction f(z) 
s’annulent pour z — z;, tandis que la dérivée suivante 
prend une valeur différente de zéro. 


205. Soit f(z) une fonction bien déterminée de la va- 
riable 
z — p (cos w + isin Dh TES 


». 


i désignant ici l'imaginaire V— 1. Si l’on attribue au 
module p une valeur déterminée, la fonction f(z) ne 
dépendra plus que de l'argument w; donnons alors à w 
les 7 valeurs 
27 27 27 
O, FR SCOR JEeS GERS baser 

et désignons par z5, Z1,..., 3,_1 les valeurs de z qui 
répondent à ces arguments, la moyenne arithmétique des 


valeurs correspondantes de f(z), savoir 


D ACTE den mn A CA Pme mL ET 


EL 


tendra vers une certaine limite quand le nombre # tendra 
vers l'infini; cette limite sera dite la valeur moyenne de 
f(x) correspondante au module p. 

Considérons, par exemple, la fonction 


f\z)==2", 
m élant un entier positif ou négatif ; la valeur de 


ELA 


nr in 
z, re + + Z 


n—1T 





ñ 
est 
oMTi mTi o(n—1)mTi 
pr PAT EN he 2 me D 
nm à 11 
like +e TO +...+e = Le —___—; 
ñ Fr LP ENETEE 
| n 
e rl 


dès que le nombre variable #2 sera supérieur à m», le dé- 
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nominateur de cette expression ne pourra s'annuler, 
car mn est, par hypothèse, différent de zéro; d’ailleurs le 
numérateur est nul, puisque m2 est un entier; donc la 
moyenne arithmétique des 7 valeurs de z” considérées, 
est nulle dès que 7 surpasse m2. 1] s’ensuit que la valeur 
moyenne de la fonction z” est égale à zéro. Quand le 
nombre m est zéro, la fonction f{z) se réduit à l’unité 
et dans ce cas sa valeur moyenne est elle-même égale à 1. 

On peut conclure de ce qui précède la proposition sui- 
vante qui nous sera utile : 


Taéorëme. — Si, pour une valeur déterminée p du 
module de la variable z, la fonction f(z) est dévelop- 
pable en une série convergente ordonnée par rapport 
aux puissances entières positives et négatives de z, le 
coefficient d'une puissance entière quelconque z*, dans 
le développement, est égal à la valeur moyenne du 


nr 1 (2) 
quotient mr ° 
En effet, supposons que pour une valeur p du module 
de z on ait, quel que soit l’argument w, 


IN = + 


F (2) RE D An”, 


M= — A 
on pourra écrire 
Mm = + 


FA LS aan, 


PA 
2 





In = — © 
ou, si l’on veut, 
m=—=+M 


F(z 


m——M 


€ désignant une quantité qui tend vers zéro quand l'en- 
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tier M tend vers l'infini. Prenons les valeurs moyennes 
des deux membres de cette égalité ; tous les termes compris 


A sex | \ 
sous le signe ps donneront des väleurs moyennes nulles, à 
l'exception de celui qui répond à # — k et qui aura A, 
pour valeur moyenne. Si donc on désigne par n la valeur 
moyenne de €, et qu’on représente par JC me) celle de 


(3) 


zh 





> on aura 





[® — À; +; 


mais il est évident que r— 0, car n est la limite que 
prend, pour 7 — ,Îa moyenne arithmétique 


80 É FF  —+ 6 
n 





des 7 valeurs de e; le module de » est donc inférieur à la 
moyenne des modules des quantités e, et, par suite, infé- 
rieur au plus grand des modules de ces quantités. D'ail- 
leurs celui-ci s’annule pour M — « et, en conséquence, 
le module de n se réduit en même temps à zéro. On a 


donc 
(3) 


Ù —— — A 
Le l 


9206. Lorsqu'on attribue une valeur déterminée au 
module p de la variable z, et que l’on donne à l’argu- 
ment w toutes les valeurs comprises entre o et 27, le mo- 
dule de la fonction f'(z) prend diverses valeurs. La plus 
grande de ces valeurs a reçu de Cauchy la dénomination 
de module maximum ; le module maximum de f(z) est 
donc une fonction du module de la variable z. 

Par exemple, soit 

(ae*i+ 2)" 
Fly CES, 


Z 


I. L 30 
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ae** désignant une constante et » un nombre entier; le 
module de f'(z) sera la racine carrée de l’expression 


s i i — oi — wi) Jr 
 L(ae* + pe” ) (ae “LE pe ed » 
ou 

I 

ARE 24ap COS (w — x) + p?|", 
et il est évident que le maximum de ceite expression ré- 
pond à w— a; il s’ensuit que le module maximum de la 
fonction f (z) a ici pour valeur 


(a+ } 
PF 


Cela posé, on a la proposition suivante : 


Tuéorime. — Le module de la valeur moyenne d’une 
fonction f(z) est inférieur au module maximum de cette 
fonction. 


En effet, la valeur moyenne 9 f (z) de la fonction f(z) 
est la limite vers laquelle tend l'expression 


PRIE) + HS (sn), 


a 


quand »# tend vers l'infini; le module de la somme qui 
figure au numérateur est inférieur à la somme des mo- 
dules des parties, et en conséquence il est inférieur, quel 
que soit #2, à n fois le module maximum. Donc le module 
de M f(z) est moindre que le module maximum. 


ConozLaine. — Lorsque, pour une valeur donnée du 
module p de la variable imaginaire z, une fonction f (z) 
est développable en une série convergente ordonnéé 
suivant les puissances entières positives el négatives de z, 
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; | 
le module du coefficient de -, dans le développement, 
Z 
est inférieur au module maximum du produit zf (z). 
En effet, d’après le théorème du n° 205, le coeflicient 
I ; | EI. 
de . dans le développement de f{z) est égai à la valeur 
moyenne du produit :f{z), et, d’après le précédent théo- 
rème, le module de ce coeflicient est inférieur au module 
maximum de zf (z). 

207. Ces notions préliminaires étant établies, consi- 

dérons une équation de la forme 

3 — ty (x —+- 3} 

dans laquelle tet x désignent deux constantes quelconques 
réelles ou imaginaires, et où © représente une fonction 
bien déterminée qui reste continue pour toutes les valeurs 
de z dont le module est inférieur à une certaine limite R. 
Nous établirons d’abord, d'après M. Rouché, le théorème 
suivant : 

Taéonème 1. — Si la fonction o (x + z) est bien 
déterminée et continue pour toutes les valeurs de z dont 
le module est inférieur à R, et si la constante t'est telle, 
que le module maximum de la fonction 

lo (x + z) 
soit moindre que l'unité pour une valeur. r du module p 
de z inférieure à R, l'équation 
aura une racine urique de module inférieur à r. 

En effet, soit rm le nombre des racines z,, 2:,..., 2, 
de cette équation, dont les modules sont inférieurs à r; 
on aura | 


(1) Zz—t9 (x + z) = (z — 3, ) (z — He .(z A Zn) Ÿ {a}, 
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en désignant par Ÿ (z) une fonction bien déterminée, qui 


reste continue et qui ne s’annule pour aucune-valeur de z 
dont le module est inférieur à r; on tire de là 


log Li Be") — logh (2) —=log(z — à) + 


Z 
+ log(z— z,) — logz, 


et, en différentiant, 


to(x + 2) 


dhog| 1 z | ogÿ(z)  : 1 1 


D) ES 
(2) dz dz Z—2Z, 2—2n ; % 





Donnons maintenant à la variable z le module r; le 
t?(x +2) 


Z 


module de étant alors moindre que l'unité, par 


hypothèse, on à 


| Lee | to(x +2) =) 
QG EE 


Z Z 2, Z 


ARE | 
TaB TT ne 


d’ailleurs la fonction o (x + z) est développable, ainsi 
que chacune de ses puissances, en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances entières et positives de z; 


donc la fonction 
tolr +2) 
log 1 Re | 


peut être développée suivant les puissances entières posi- 
tives et négatives de z. La même chose aura lieu aussi, 
par un théorème connu, à l’égard de la fonction 


le to(x z 


Z 








Te, 
dz 
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et il est évident que, dans le développement de cette der- 
a » ° 9 J 
nière fonction, il n'y aura pas de terme en —. 
. 3 


D'un autre côté, la fonction 


dlog(z) _ Y'(z) 


dz Lies Ÿ (2) 
est évidemment développable par la formule de Mac- 
Jaurin, suivant les puissances entières et positives de z, 
puisque le module r de z est inférieur à R; doncil n’y a 





I 2 . 
aucun terme en — dans le développement du premier 


3 


- 


membre de la formule (2). 
Passons au second membre; comme on a 


I 3: 


+ 





EN | 


I 
DT 43 Z Z: 2 


1 — — 
Z 


0 Rare A I 
il est évident que le coeflicient de —; dans ce second 
Z 


membre, est égal à m2 — 1; ce coeflicient doit être nul, et 
l’on a en conséquence 


TIIPEERT 


208. La démonstration de la formuie de Lagrange est 
contenue dans le théorème suivant, qui fait connaitre en 
même temps quelle est celle des racines dont la formule 
fournit le développement. 


Taéonkme Il. — Les mémes choses étant posées que 
dans le théorème I, si l’on désigne par z, la racine de 
l'équation 

2 — t(x + 3) =="6! 


dont le module est inférieur à r, et par F (x + z) une 


470 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 

Jonction bien déterminée et continue pour les valeurs 
de z dont le module n'est pas supérieur à r, la quantité 
F(x + 2;) sera développable en série convergente par 


la formule 


F mal —F"(>) \ + — na 
(a+ a) Fe) + LP (a)g(e) + = OOROL + 
£n d'—\ F’ x ) (. n 
He —— dE" (2) el #1}, 

IN 270 En 


En effez, l'équation 
z—to(r+z) —o 


? , e ° »” + “ 
n'ayant qu'une seule racine z, de module inférieur à r, 


}: 


et, en multipliant par la dérivée F'(x + z) de F(x + 2), 
il vient | 


on a, par le numéro précédent, 


(1) lg] — +2 | — logŸ(z)— log (-— 


n [.S 


Z 


F'(x + z)log Fr a +z)logb(z) 
(2) " 
= F'(x +2)log Ur - th 


Donnons à z le module r, développons les deux mem- 
bres suivant les puissances de z, et égalons entre eux les 


. I 
coefhicients de —. 


2.2 


Considérons d’abord Île premier membre. La partie 
) I 

F'{(x+2)logŸ{(z) ne contiendra aucun terme en -; car 
FA 


log (z) est développable suivant les puissances entières 
positives de z, comme on l’a vu au numéro précédent, et 
la même chose a lieu à l'égard de la fonction F'(x + 2) 
qui, en vertu de notre hypothèse, est développable par la 
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formule de Maclaurin. Quant à la première partie, le 


lo (x +3) 
Z 


module de étant inférieur à 1, elle peut être 


mise sous la forme 


— F{r+2)[ ele +) + ele). 


n 


à ES He+ a+. | 


n2" 
Le coefficient de z"-’ dans le développement de 
F'(æ+z)[e(x +2)}, 
suivant la formule de Maclaurin, est égal à 


\ 


I dr1 F'(x)lo(x)]" 
2e) dx"! 


expression qu'il faut réduire à 
F'(x)o(x) 


lorsque 2 — 1; d’où il résulte que, dans le développement 
du terme 


| ae ’ 
— = F(x+z)lr(e +2)}, 


rs . I 
le coefficient de — a pour valeur 
Z 


& RE EE A AE 


D. 2. Qi dax"! 


en outre, d’après la proposition établie au n° 206, le 
module de ce coefficient est inférieur à 


nm 


7 es a) 
? LL} 


p étant le module maximum de F'(x + 2) et g celui de 
to(x +2) 


: + D’après cela, dans le développement du pre- 
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. . EL 
mier membre de la formule (2), le coeflicient de — est la 
: FA 
somme de la série 


A OO, 
LÉ PC) gt) + > Hs. 


1,2 
n ln—1 L n 


+ 
Lane, 27 dx"! 


et cette série est convergente, car les modules de ses termes 
sont inférieurs à ceux de la série 
PRET PRET) 
are FC + Ee 2 —- Te —- CCR 
(2 2 3 
dans laquelle g est <[ 1, par hypothèse; il est évident 
que cette dernière série est convergente et a pour somme 


— prlog(r — aq). 
Considérons maintenant le second membre de la for- 
mule (2); z ayant le module r, chacun des facteurs qui le 


composent est développable en série convergerite, par la 
formule de Maclaurin, et l’on a 


/ 2 
F'(x+2)log (— <) = — | F'(2) _ EPA) + P()+. | 


_ 


A z° 


NA LEON RENE 
* (£ 2, z? 3 z° pe | 
. . I Fi 
Dans ce produit le coefficient de — est évidemment la 
Z 

somme de la série 

Le et F’ (x) E 2; F”(x) De 2! F"(<) PE. : 

L Lo 1.2.3 ” Br 


le module de z, étant inférieur à r, cette série est conver- 
gente et elle a pour somme, d’après la formule de Mac- 
laurin, la différence 


—{F (a+ a) —F(c)]. 
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De tout cela nous pouvons conclure que lon a 





2 1{æe\lolx)l?2 
F(x+z) = F(x) + 2 F(x)ofx) + 6 Mr 


I 1.2 dx 


comme nous l’avions annoncé. 


209. Si l’on fait croître le module p de la variable z 
depuis o jusqu’à c , le module maximum de la fonction 





qui est infini pour p — 0, ira d’abord en décroissant, et 
s’il ne redevient pas infini pour quelques valeurs finies 
de p, il finira par croître au delà de toute limite, en mème 
temps que p, à moins que o(x + z) ne soit une fonction 
linéaire de z. En effet, la fonction © (x + z) restant bien 
déterminée et continue pour toutes les valeurs de z, sup- 


PE x +2) , 
posons que le module maximum de AE puisse 
Z 


us MI . ; 
surpasser une quantilé donnée pa le module maximum de 
to (x + 2) 
Z 


sera dès lors inférieur à tr, quelque grand que soit le mo- 
dule de z, et il s’ensuivrait (n° 207) que l'équation 


——— LI \ 
z—to(x +z) 


n'aurait qu’ une seule racine, ce qui ne peut avoir lieu que 
dans le cas où p (x nier z) est une fonction linéaire. 
Il résulte de là que p croissant à partir de zéro, le mo- 


dule maximum de la fonction 
w(æx +2) 


[l 








2 


_ 
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passera nécessairement par un minimum. Posons 


(a) PH) 4 {= peti, 

Z 
le module P et l’argument @ seront des fonctions conti- 
nues de p et de w ; la valeur de w qui répond au maximum 
de P, pour une valeur donnée de p, satisfera donc à lé- 
quation 
(2 ) LA = 0! 

do 

P devient alors une fonction de p seul, puisque la va- 
riable w qui y figure est une fonction déterminée de p, et, 
dans le cas du minimum de P, on doit avoir 


dP dP do 298 
do Fa do do DS 
condition qui se réduit à 


dP 
(3) AUTRE 


en vertu de l'équation (2.7: 
Cela posé, comme on a 


d'z ; WE dz 

— = 9 — -, RE D EURE 

dp p do 
si l’on différentie l'équation (1) d’abord par rapport à 6, 
el ensuite par rapport à &, on aura 


F dP Qi k aida 
pa zŸ (z) — De et +ipPe El 9 
( 
UT EN CE ? PRIS or A, 
#4 tn HT di do ? 


retranchant ces identités l’une de l’autre et supprimant le 
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facteur e il vient 
? 


dP ARE .dP de 


EAN TVR TT 





d’où l’on conclut 


dP do dP aa 
(5) ET. id riaeeE Pa 


En vertu de ces formules (5), les équations (2) et (3) 
ne peuvent avoir lieu que si les seconds membres des for- 
mules (4) s’'évanouissent; par conséquent la valeur de z 
qui répond à la plus petite valeur du module maximum 
satisfait à l'équation 

ÿ(z) 0, 
ou 
29" (T+z)—p(x+z)—=o. 
Désignons par £ cette valeur de z, et posons 


(x + €) \ I 
RE mE——) 

6 c 
la quantité € sera une racine commune aux deux équa- 
tions 

Z—7Tp(r +2) —0, 

1— To (x + 2 }e,0) 
et, par suite, elle sera une racine double de l'équation 

2 — Tp(r +2) "0 


Désignons alors par & une constante dont le module soit 
inférieur au module de 7, et attribuons à la variable z le 
module de la constante &; il est évident que le module 


g to: 
maximum de CRE) 


À or 
sera égal au module de -; il sera 
(TT 
donc moindre que 1. En conséquence l'équation 


z—tly(r +z)=o 
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aura une racine unique de module inférieur au module 
de &, et le théorème du n° 208 pourra être appliqué à 
celle racine. 


210. Si l’on pose z = u — x, l'équation 
Ze to(x TS z) 2 0 
se transformera dans la suivante, 
u— x + to{(u), 


et, d’après les développements qui précèdent, on peut 
énoncer la proposition suivante : 


Taéorkme. — Soient o (u) une fonction bien déter- 
minée qui reste continue, et T le plus petit des modules 
qu'il faille attribuer à t, pour que l'équation 

u—=rT+ty (u) 


ail deux racines égales. Tant que le module de t restera 
inférieur à T', celle des racines u de la méme équation qui 
a le plus petit module sera développable en série con- 
vergente ordonnée suivant les puissances entières et po- 
sitives de 1; la méme chose aura lieu ausst pour toute 
Jonction continue de la méme racine u. 


On a {n° 208), si F{u) est une fonction continue, 


LAID Que e dE’(x)[?(x)P 
Fey et SE (rer) + RER 


mn a F'(x)[e(z)F 


1198227 dan! 





+ “EVE 


ce qui est précisément la formule de Lagrange, sous la 
forme que cet illustre géomètre a adoptée. Si la fonction 
E{u) se réduit à u, il vient 





t … #2 d[p(x)F 
RONA A Pre Carmes 
CRE: QUE 


LC 0 0 AE 
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La forme que M. Rouché a donnée à la formule de La- 

grange (n° 208) est souvent préférable dans les applica- 

tions à celle que nous venons de présenter; au reste, on 

passe de l’une à l’autre forme par un simple changement 
de variable (*}. 


Applications de la formule de Lagrange. 


211. Considérons l'équation trinôme 
(1) UT + Iu". 
Pour que cette équation ait deux ones égales, il faut 
qu'elle ait une racine commune avec sa dérivée 
(2) Va ANUS 


L’élimination de ! entre ces deux équations donne 


HIER 





ES ; . 
RS | 


et l'équation (2) donne, pour #, la valeur correspondante 


Cm — ai 








me D cm 


Donc, pour toutes les valeurs de z dont le module est 


(mn Eur ren 


inférieur au module de celle des racines de 


Fr D Hier 
l'équation (1) qui a le plus petit module est dévelop- 
pable en série convergente ordonnée par rapport aux 
puissances entières de £. Le développement sera, d’après 


(*) Dans son Mémoire sur la série de Lagrange, M. Rouché a établi 
aussi une autre formule plus générale, et de laquelle il a tiré une dé- 
monstration très-simple de la formule par laquelle Waring a exprimé Ia 
somme des puissances semblables des racines d’une équation algébrique. 
Je renverrai pour ces développements au Mémoire de l'auteur. 
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la formule de Lagrange, 





2m 3m(3m—1) 
U= XL + AL + — DIE? + 
Le? 192 


ai"? t3 + à LtC 


nim(rm—1)...(nm— n+2) 





ann + 1gn D 


RP SR 
Le terme général , de cette série a pour valeur 


ee nm(nm—x)...(nm— nr +2) gum pr, 


Fu RS Hoi 2 





et l’on en déduit 





Ungs 1 (am<+m)(nm+m—x)...(nm+i1) para 
Un n+1 (am—n+2)...(am—n+1m) ‘ 
La limite de ce rapport, pour 7 = © , est 
mn an! 
? * 


(an 5 LT 


et l'on vérifie de cette manière que la série est conver- 
sente, si le module de t est inférieur au module de 


(m—31}"! 


ni nt EN l 


212. L'emploi de la formule de Lagrange est souvent 
avantageux pour obtenir le développement en série des 
fonctions explicites ; j'en présenterai ici deux exemples. 

Supposons d’abord qu'on demande de développer en 
série ordonnée suivant les puissances entières de t la 


fonction 
I 


C1 





Vr— 2tr +1? 


dans laquelle x désigne une quantité réelle donnée dont 
le module est inférieur à l'unité. 
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Je considérerai à cet effet l'équation du deuxième degré 


/ U— 1 
(a) u—xr+t AE. , 
2 





dont les racines sont données par la formule 


1 Vi— 21x +r° 


(2) F1 Pme é 


Pour que l'équation (1) ait deux racines égales, il faut que 
l’on ait 

1 + =D, 
d’où l’on üre 





ER TE: 


x: étant réelle et comprise entre — 1 et + 1, le module de 
ces deux valeurs de t est égal à l’unité; donc, pour toutes 
les valeurs de £ dont le module est inférieur à r, celle 
des racines de l’équation (1) qui a le plus petit module 
est développable en série convergente ordonnée suivant 
les puissances entières et positives de £. Si nous supposons 
que la quantité t soit réelle et comprise entre — 1 et +1, 
on aura, d'après la formule de Lagrange, 














Æ'— 1\° 
—— d 
NT Sir Er a'— rt à & 
a —  — X + it dx 
t 2 I de ce 
fes, = LEA 
dr! a j 
2 J ne 
+ —— +. A 
de" Von 


et, si l’on diflérentie par rapport à x les deux membres 
de cette formule, il viendra 


I 





=] +X + X +.  HX,E +..., 





Vi— 2er +r 
en posant, pour abréger, 


I d" rats r 

D 
n n 71 ? 

moi dx 
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on voit que cette fonction X, est précisément celle dont 
nous nous sommes occupés aux n° 1924 et 134. 


213. Supposons enfin qu'on veuille développer la fonc- 


ton 
( 4 Fe Le 


(1 ES FL 
suivant les puissances croissantes de £. 
En appliquant la formule de Lagrange à l'équation 
(1) 24 + ef (s), 
où z désigne une fonction des variables £ et, et f(z) 


une fonction quelconque de z, il vient 


rj pi ere eeiIE 


RP dr 





et, en différentiant par rapport à 6, 











Su em dM[F'(E)f(c)" 
) F’(z) =>: Se [ ( ) (&) ]. 


dt (NE 4 d a 


Maintenant soient 
Fa) 2" et ia ers 
l'équation (1) donnera 


C—1 dz 1 
PRE 7 3 Te — 
I— dé 1I—t 








9 
et, par suite, la formule (2) deviendra 


(£ x. LT PAL d' CAÛE an 1}" 
Ca PEU TOR TE dés 
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CHAPITRE TIT. 


DIGRESSION SUR LA DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS 
RATIONNELLES ET SUR LES SÉRIES RÉCURRENTES. 


Théorie de la décomposition des fractions rationnelles 
en fractions simples. 


214. La théorie de la décomposition des fractions ra- 
tionnelles est si importante, et ses applications dans l’ana- 
lyse mathématique sont tellement variées, que je crois 
utile de la présenter ici avec tous les développements 
qu'elle comporte. 

Nous commencerons par établir qu’une fraction ra- 


\ 
| € à 


tionnelle ei? dont les deux termes sont des polynômes 





quelconques premiers entre eux, est décomposable en 
une partie entière (qui peut être nulle), et en plusieurs 
fractions simples à numérateurs constants, ayant pour 
dénominateurs les diverses puissances des facteurs li- 
néaires qui divisent le polynôme f(x). Nous démontre- 
rons ensuite qu’une fraction rationnelle n’est décompo- 
sable ainsi que d’une seule manière, et nous indiquerors 
enfin le moyen d'effectuer la décomposition. 


215. THéorÈme I. — 6: a désigne une racine de l’é- 
quation f(x) — 0, x son degré de multiplicité, en sorte 
que l’on ait 


fe) = (x — a) f(x), 


Ji(x) étant un polynôme non divisible par x — à, la 


I. Ed" 
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F(zx 
f(x 


toujours étre décomposée en deux parties de la manière 





) PO à: 2 
fraction rationnelle NN AUPESES trréductible, pourra 


suivante : 


Fér) À _ Fi(x) 


LS peeryer i VEHESEEES 
fish raie. Ur t'ai 
À etant une constante, et F,(x) un polynôme entier. 
En effet, on a identiquement, quel que soit À, 


Fe). Faune An Se 


A EE , 
JG) (ea) Ale) (ee (ea) f(x) 
et pour que le deuxième terme du second membre ne 
contienne à son dénominateur que la puissance à — 1 du 
facteur x — a, il faut et il suffit que le numérateur 

F(x) — A f(x) s'annule pour x — a. Posons donc 


F(a)— Afi(a) —0o, 
on aura 





cette valeur de À sera finie et différente de zéro, puis- 

que fi(a) et F(a) ne sont pas nuls: si l’on fait alors 
F(x)— Afi(r)= (x — 4) F(x), 

on aura 





Fix) A Fi(x) 


FT (aa) (ea A (e) 
ce qu'il fallait démontrer. 
CoroLLaAIRE. — 92 l’on a 


f(x) =(r—a)"(x — bÊ. (x — 1}, 


a, b,...,létant des quantités distinctes et «, 6,...,2 
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des entiers positifs, la fraction rationnelle 7 ; pourra 
{Æ 
étre décomposée de la manière suivante : 
} A 
DE ns ie ae HAL EE 
f(x) (x—a) (x—a)} %,r- 4 
B B, B; — ! 
+- = +... + 
FESNMAL ETS en Pa à 
L L, _ 
e - Fée ee E(x), 
(x — 1) ON QE apr. 


AAA, D, B;:.... 0, L;,,..:, étant des -conStantes 
fines, et E(x) une fonction entière. 


En effet, en posant comme précédemment 
f(x) = {zx — f(x), 


on a, par notre théorème, 














F(zx) AP A Æ F,(x) 
er) at (aa fs 
ft Fi(x) LS A, wi Ka (a) 
{ri a)" (x) {x —a) {rs = a) f(x) 
Faro (re) pAS Et) 





SET Te RE ES j 
(x —a)f(x) TZ — 4 fitæ) 
ARS À. 


nées, et F,(x), F,(x),...,F,(x) des fonctions entières. 


__, étant des constantes finies et détermi- 


Il faut remarquer que la constante À n'est jamais égale à 
zéro, mais les quantités À;, A:,..., À, _, peuvent être 
nulles, car l’un des polynômes Fix), F,(x),... peut 


être divisible par x — a; en ajoutant les égalités qui pré- 


5 
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cèdent, il vient 


A, 
© = ——————— — = ————— pre D D à «00 
fix) (æ—a)* f(x) (za) (r—-a} À) " 





Si l’on pose 


Az) =(x — bŸ Aix), 























(æ 
et que l’on opère sur la fraction 7 comme nous ve- 
i\ZT 
: F(: ; d 
nons de le faire sur es on obtiendra une expression 
L 
de !a forme 
EF) + F,(æ) d: B ‘A nains À? MAS +; it ER Fete) 
fix) ATP (a D$  (x—b\T! fi(x) 
et, par suite, 
F(zx) A À A, AT 
Se EL Eh te 
f(x) (æ— a)° (x — a)" Z— 4 
B B B, _V TORRES 4h 
a , JE ARERE 
(x — b) (x — b) A Ave: 


B, B;,... étant des constantes déterminées et F,,,(x) 
une fonction entière. 

En continuant ainsi, on obtiendra évidemment la for- 
mule qu'il s'agissait d'établir. 


216. Taéoreme Il. — Une fraction rationnelle n'est 
décomposable que d'une seule manière en une partie 
entière et en fractions simples. 


Supposons qu'on ait trouvé ces deux valeurs d’une 





À : / F(x) 
même fraction rationnelle ; 
f(x) » 
A B 
+ + + E(x) 


‘ \. Ti { \6 
\T — 4] (x — b) 
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et 
A’ B’ : 
—_—— , + + ————% +... +E'(x); 
(x — 4) .. (x —b 
e 
on aura 
A A’ | 
ME NME t2)eS zid nHt paobrasr hs 
Fier a)” (Lt HS 


- Cela posé, « et a’ étant respectivement les exposants des 
plus hautes puissances de x — a, dans les deux membres, 
je dis que æ —a&' et A = À’. Supposons, en effet, que 
æ et x’ soient inégaux et que a soil >"; tirons de 
r e Lé # A ’ e 
l'équation précédente la valeur de mere et réduisons 
PRET D 5 


tous les autres termes au même dénominateur; on aura 


À ES (x) 
af (aa ÿ(à) 


ou 





—{(x— a): 


y et Ÿ désignant des polynômes dont le second n’est pas 
divisible par x — a. D'ailleurs, À est une constante; il 
faut donc qu'elle soit nulle, car l'équation précédente 
donne À — o pour x = 4. Si donc À n’est pas nul, on 
ne peut supposer & _> a’, et l’on ferait voir de même que, 
si À’ n’est pas nul, on ne peut supposer non plus à << a: 
OHPasUonc à —d'. 

Je dis maintenant que À — A’; en effet, de la for- 
F (r) 


f(x) 9 


mule qui exprime l'égalité des deux valeurs de 





on ürera, &/ étant égal à «, 
AFiatdrh "à ? (x) 


(a (a ap (x) 


À 
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ou 
(æ 


(z 


® et Y étant, comme précédemment, des polynômes dont 
le second n’est pas divisible par x— a; la différence 


— 





A— A'—(x— ua)? 


? 


<= 
ss 


A — À est donc nulle, car pour x — a, le second mem- 
bre de la formule précédente se réduit à zéro. 

Les termes qui renferment la plus haute puissance de 
x— a en dénominateur, dans les deux valeurs de la frac- 
tion rationnelle, étant égaux entre eux, on pourra les 
supprimer et les deux restes seront égaux. En raisonnant 
de mème sur ces deux restes, on voit que les termes qui 
contiennent en dénominateur la plus haute puissance du 
même binôme x — a, ou d’un autre binôme, sont aussi 
égaux entre eux; el en continuant ainsi, On reconnaît 
F(x) 
F(x) 


égales chacune à chacune : il en résulte, par conséquent, 
l'égalité des parties entières E (x) et E’(x). 





que les fractions simples des deux valeurs de sont 


CorozLzaire. — La partie entière qui figure dans la 
F(x) 
f(x) 
fractions simples est égale au quotient entier de la divi- 


sion de F (x) par f(x). ñ 





valeur d'une fraction rationnelle décomposée en 


Car si l’on désigne par E (x) le quotient et par g(x)} 
le reste de cette division, on aura 


F(zxr) (x) 
Cr — E(x) + 4 
f(x) 








#) , Pa y, “e 
?\ étant de degré inférieur 
) 


J(2 


au dénominateur, cette fraction s’annule pour x = « , et 


le numérateur de la fraction 





en conséquence elle ne peut renfermer de partie entière. 
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Cas d’une fraction rationnelle dont le dénominateur 
n'a que des facteurs simples. 


217. Soit 
f(x)=(z—a)(x —b)...(x— 0), 
a, b,..., l étant des quantités différentes; si F (x) désigne 
un polynôme quelconque, on aura, par ce qui précède, 


Fe) A B | KA L 


D | 











A,B,...,L étant des constantes déterminées et E(x) 
une fonction entière. | 
insi que nous l'avons déjà dit, le polynôme d 
A q l déjà dit, le poly E 
peut être obtenu en effectuant la division de F (x) par 
f(x); il reste à déterminer les constantes A, B,...,L. 
équation (1) devient, en multipliant par f(x), 
L'équat d LE Itipliant p 











Ar) BI Ie Lf(x) 
4 A bé ot- + E(x) f(x). 
T— 4 T=— b DL | F1 
Cette égalité a lieu identiquement; si l’on y fait x — a, 
tous les termes du second membre s’'évanouiront à l’excep- 
tion du premier qui se réduira à À f' (a), ainsi qu'on le 
reconnaît sur la formule 


ME) Der) + Sas +. 


I I 
On a, en conséquence, 
F (a) 
Mia A7Gal qi doU PA EE" 
( ) # ( } *à (a)? 
d’ailleurs a est l’une quelconque des racines de léqua- 
tion f(x) —0; donc 
F(a) TE (A) F (4) 
= ———— De, era € 40 4 ib RNA LA 
(2) À Fa) B FAR ? FU) 


(3) 
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et la formule (1) devient | 

Fla)_. -F(a)taet matt ONE 

f(x) J'(a)(x—a) f'(b)(rx —b) F'(I) (x —01) 
Si le degré de F (x) est inférieur au degré m de f(x), la 

partie entière E (x) se réduit à zéro, et on a simplement 

F{x)_  F(a) F (6) F(L) 
D Fed Füe-6 TFUE 


Soit 


Fix) = Pat + Pan, PP, RE PROS 


Si l’on multiplie la formule (4) par f(x) et qu'on or- 
donne le second membre par rapport aux puissances dé- 
croissantes de x, le coefficient de x"! sera évidemment 


PE FM 
J'(a) ,J'(b) JP (0) 


et cette somme sera égale à P,; on a donc 


me F(x) 2: 
(5) 272 Fer 


le signe D indiquant qu'il faut remplacer x par chacune 





des m racines de l'équation f(x) — 0, et faire la somme 
des résultats. Si la fonction F (x) est au plus du degré 
m — 2, la quantité P, est nulle et on a dans ce cas 


F(x) 
(6) > (x) Fr0: 


formule qui est utile dans plusieurs circonstances. 


Méthodes pour effectuer la décomposition d’une fraction 
rationnelle, dans le cas général. 


218. Le théorème I du n° 215, par lequel on démontre 
la possibilité de la décomposition, donne aussi le moyen 


+E(x 


je 


\ 
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de l’effectuer. En effet, si l’on fait 
f(z)= (x —a) f(x), 


nous avons vu que l'on a 




















Fix) A Fi étt) 
| Tag. 
FE) (aa) (za) f(a) 
en posant 
| Er) 
Fix) — = — f(x) 
, Fa) Lis sh) t] Pace | 
CU er) € HOT ENR 2 ) 


on a ainsi l’une des fractions simples demandées, et, 
pour trouver les autres, il suffira d'appliquer le même 
théorème à la fraction complémentaire 


F,(x) 
(x — a) Si (z) 


Dans le cas où l'équation f(x) = 6 n’a que des racines 
simples, on retrouve facilement de cette manière la for- 
mule établie au numéro précédent; mais, ce cas excepté, 
l'emploi du procédé dont il vient d’être question exige des 
calculs assez pénibles. 


219. On peut aussi employer la méthode des coefficients 
‘indéterminés dont nous avons déjà fait usage au n° 217. 
Soit la fraction rationnelle 


= 


(x 
(2 
que nous supposons irréductible et dont le dénominateur 
est divisible par la puissance &°”*° du binôme x — a, 





p] 


SK 


mais ne l’est pas par une puissance supérieure. Pour trou- 
ver les fractions simples qui répondent à la racine &, on 





posera 

F(xr) A À, AR COAAITP (rt 
ne + + 4 , + ES + a ——— ————— 3 

FT) (æ— a) (r— a) T— 4 F(«) 
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conformément au théorème E. Si l’on multiplie cette for- 


mule par f (x) et qu'on remplace x par a + k, on aura 





+ Ÿ l (a VA] 
F(a ph a 2 Ua EP AGE PAP a lv É4ER HAE (a+); 
h° AR À h ; { 
or on à 
! NA 
PO ee GET 1 EEE à 
1 1.2...(æ—1) 
œ | XI ) 
La + Ale TN EE és 
Lo 1.2...(x +1) 
et en portant ces valeurs dans la formule précédente, on 
obtüent : 
ae GC 
F (ay Ep lenet Fes Kigs +... 
1.2...(4.—41) 
2 a+ 1 
= RE (a) + À CSG +... 
ECM 1.2...(œ+1) 
j 4 ? a+ 1 
APPLE er. pe ere 
te RS do FRS TO ST) 
na DÉC VAT SC EU RENS ain Li, PAM Le ti 
+ A, _, ES BAR ee HAE, (an 4) 
LS (e 


Cette formule a lieu quel que soit À, et si on égale de part 
et d'autre les coefficients des mêmes puissances de h, 
jusqu’à celles de degré & — 1, on aura 





Le ER 














| A = Fa}, 
1.2. œ 
* (a) Giles) F'(a 
A. “> \ À (4) A2 ( Je 
LEE LD FI) 1 
(2. «(a t+I/a x +2 4) Fa) 
à, PRE CARMEN ONE (2): L'HUÈEISR 
JE CRETE 2,04 0) 1428 si (ail 1.2 
Dot 4 12 00 ET \ ŒrrI 
Fa), pue A (a) ARE 
DR 1 Le RTE GAP Ed à 1.2.,:(2æ+11 LI. (ar) 
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Ces relations perinettent de calculer successivement À, 
AR ANA -- 
finies et déterminées, car f * (a) est, par hypothèse, dif- 
férente de zéro. On peut obtenir par ce procédé les frac- 


, €@t les valeurs de ces coeflicients seront 


tions simples qui répondent aux diverses racines de 
l'équation f(x) — 0; quant à la partie entière, on la 
trouvera, comme nous l’avons déjà dit, en divisant F{x) 


par f(x). 


220. Enfin, on peut effectuer la décomposition par un 
procédé qui n’exige que la division algébrique. En effet, 
si l’on pose, comme nous l’avons fait plus haut, 


f(x) =(e— a) f(x), 
et que l’on écrive a + } au lieu de x, la formule (1) du 


numéro précédent, multipliée par 2*, deviendra 


F a+ 
RE ANT EE RTS POUR 


h® 2 (a + }) 
Far?) nn ONE ai 


+, 


et l’on voit que le polynôme 


I 


ARDTAÏN SE AFRICA Roi 


est le quotient que l’on obtient quand on divise l’un par 
l’autre les polynômes F{x + h) et fi (a + k) ordonnés 
par rapport aux puissances croissantes de h, jusqu’à ce 
qu'on soit parvenu à un reste du degré æ; on obtiendra 
donc, par cette division, les fractions simples qui se rap- 
portent à la racine à. 

On pourrait déterminer ainsi, indépendamment les 
unes des autres, les fractions qui se rapportent aux di- 
verses racines, mais il sera plus simple d'appliquer la 


A , « , Ex (x) , 4 
même méthode à la fraction —= qui complète les termes 


J (x) 


déjà trouvés ; on obtiendra ainsi les termes qui se rap- 
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portent à une deuxième racine, et une troisième fraction 
sur laquelle on continuera l’opération. 


221. La méthode précédente a surtout l'avantage de faire 
connaître l'expression algébrique des numérateurs des 
diverses fractions simples dans lesquelles se décompose la 
fraction rationnelle proposée. En effet, la division des 
polynômes F(a + h) et f,(a + h), que nous avons effec- 
tuée dans le but d’obtenir les coeflicients A, A,, A;,,..., 

F(a+ À) 
fi(a +2) 
en série MALE suivant les puissances croissantes de , 
et comme une fonction n’est développable que d’une seule . 
manière en une série de celte espèce, on obtiendra le 
même résultat en faisant usage de la formule de Mac- 
laurin. Si donc on pose 





revient évidemment à développer la fonction 











F(x) 
Fa 
on aura 
F{a<+ 4) : | NUL 
Tige ee RD TA) ARE 
PRESENT (a+; o(a) + to | ER Des mi PR + 


ve RTS Mn CES _— ER 

lt # la t-ctn) 
en désignant par 2*R, le reste de le série; ici R, est 
une fonction rationnelle de À qui n’est point infinie pour 
F(a + h) 
‘i: (a+ h) 


identique à celle trouvée précédemment. On aura done 


h— 0, et, par conséquent, cette valeur de est 





À a o”(a) 
A—g(a), A=vg(a)} A NE 


A 2" ® noa) 
N'ŒuN EENSR RCIRRS. 7 
RAA — ) 


d’où résulte ce théorème général. 
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TaéorÈme. — St l’on a 
NÉE de 0) 4 PO AS PE LE 


que F (x) désigne une fonction entière de x, dont le 
quotient par f(x) soit E(x), et que l’on fasse, pour 
abréger, 

















F(x) x € F(zx) 
Heart) — cs d(x)—=(r db) ——,..., 
| Dig TE At 
8 ss 
Ur LU, 
ASS 
| F{x) 
on aura la valeur suivante de la fraction En | 
TC 
F(r) 
PE por 
Fix) 
MOREL ue, Ligne" tae Di0) dun n em! (a) 
(x — à)7 (x — a .2(r— 4% 7? LDia rt A) 
b 10 AC É—i(b 
Her à MORE Ÿ LT RARE Ÿ HS 
(x — b) (x — 2) CAN  EMRPYOT 1.2...(6—1)(x — bd) 
ne) CES ENARETE NES à p.10 
te NICE Po EE ES | use, 1.2...(À—1 (x —/) 


Forme nouvelle de l'expression d’une fonction 
rationnelle décomposée en fractions simples. 


222. Le résultat qui précède est susceptible d'une 
autre forme très-simple et très-élégante que nous allons 
faire connaître. Désignons par F (x) une fonction rauon- 
nelle quelconque, par 


Mincir ias ME 


les racines de l'équation 
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et par 
Dies 0 res5 QUE 


1 


les degrés de multiplicité respectifs de ces racines, 
Soit aussi, pour abréger, 


px) =(z — 2)" F(zx), 


p(x) désignant une fonction qui a une valeur finie diffé- 
rente de zéro pour x = x. 

Si l’on imagine que la fonction rationnelle F(x) soit 
décomposée en fractions simples, la somme des fraetions 
relatives à la racine x, sera 





Le g'(z) FA" 
(x — x} Dr — ri ji 
ti Z mi (y 
pures PRE (Rhue dope  NSRS 
1.2...(m—i—1)(r—x,)r! 1.2...(m, —1)(6 2) 


ainsi qu'on l’a vu plus haut. Par suite, cette somme s’ob- 
tiendra en faisant £ — o dans l'expression 


p(mtt) , __g(mtt) 
(re Li — Lys I (x — 2, — Ejn nt 


DU br: + €) 


ma RE, —i—1) (4x2, — ET 





pi [æÆ 24. oi 
1.2...(M—1) (re +4 











de 7 ; À 2e 
Or v'{xi +), o”(x, + 6), etc., peuvent être considé 
rées comme les dérivées de ® (x, + €) par rapport à la va- 
riable €, et alors il est aisé de voir que l'expression précé-- 
dente se réduit à 





Firm) idee 


T (p) désigne, comme au n° 196, le produit des p—1 pre- 
miers nombres si p est plus grand que r, et il doit se ré- 
duire à l'unité pour p = 1. 
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Comme on a 
péri 10e Cm Fix Ac), 


la somme des fractions simples relatives à la racine x, 
sera égale à la valeur que prend, pour & — o, l'expres- 
sion suivante : 








dit en F(z ee C) 
I T— X, — 
T'(m:) d'Or! 


Si donc la fonction rationnelle F (x) ne contient pas de 
partie entière, On aura 
MmEF(x, + 
dri—' c” { ! ) 


ÉnTEl Li Lies 
F a # A D PC SOU AT TOR 
(x) » r'(n] F3 à Mgr 
Dans cette formule, il faut faire £ — 0, après les diffé- 


rentiations; le signe sommatoire D s'étend à toutes les 


VACINES Li, La « 5 Le Il est presque superflu d’ajouter 


que si le degré de multiplicité d’une racine, de x; par 





di: Em F(x as 6) 

, ; sen } Æ—L — | ; 
exemple, est égal à 1, la dérivée He Re 
À RAGE. | 
être réduite à pesthes Eh 

5 ot T'; Fe C 


Si la fonction F (x) contient une partie entière E (x), 
on à 





d'air i " F (æ ER ë) 
: nee.) CR 
(x) = E(x RS PR EE TE à 
F(x) E (x) dre ) Act) ri ï 


il est aisé de trouver la valeur de E (x). Désignons par 
l'excès du degré du numérateur de F{x) sur celui du 
dénominateur ; 7 sera le degré de E(x). Cela posé, si l'on 


| 


change x en — dans l’équation précédente et qu'on mul- 
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tiplie ensuite, de part et d'autre, par z", on aura 


di ch: (re &) 


$ D Hal [: ee I ee (EE Qie 
sr(i)=se(i)+s D 43e VEUT 


Z z T' (m2) dem 





Il s'ensuit que si l’on développe z'F (:) en’ série ôr- 
donnée suivant les puissances croissantes de z, la somme 
des termes dont le degré ne surpasse pas 7 sera z"E (:) : 
Or, € désignant toujours un infiniment petit, on a, par 
la formule de Maclaurin, 


I Fi 
Loir a d'er E 
I Z ds, (- & =) 


sn . M ds 5: PNR AT RS OP EEE ‘ 
mr (=) CRETE dé DUT dé? HER 


donc on a 








der (2) d'ics A (e) 
\ 6 z" 6, 


#: pRT DNE NUE 
2 c()=vr(s)- i dé Misit 501 vagshe de j 


et, par suite, 
I 
, der (2) 











| a \E 
Ex SR PACS H RS ‘ds QUE SR CEE 
Ex) r \E. LE % me 
1 \ ge 
d? CE (eo d" ç" F (:) 
x 2 fs } ne À ! r 
bris à 1 Ve) Le pur L' 2.00 d'en 


On peut trouver une autre expression plus simple du 
polynôme E(x). En effet, le coefhcient de &"7' dans le 


: | fa à À À 
développement de£”F Fe , suivant les puissances crois- 
santes de €, est égal au coeflicient de €” dans le dévelop- 


I , ; 
pement de €" (): d’ailleurs, ces cocflicients sont les 


a ; 
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valeurs que prennent, pour & — 0, les deux quantités 
dr-i en F Æ d' en+i F À 
1 G I ; ex 
T(rn—i+i1) déni j F (#7 +1) dé" ê 
donc on a, pour £ — 0, 


1° 4 I 
drtiéer F Le dr iérri F 5 
: (5) I : és) 


T(2—i+i) dE  F(z+i) dt" 





9 


et il faut remarquer que le premier membre doit être ré- 
ie I 
dut àé'F () dans le cas dei — n. 


D’après cela, la valeur précédente de E (x) devient 


se (5) (LH Ex Cat LH, + Era) 


'ATT. 


en pe du nc 


enfin, comme on a évidemment, pour & — 0, et pour 


1>n, 
; I 
d" tit KE +4 
enr (g) 


dé SA 


on peut aussi écrire 








MORT (3) (LH Ba Ba pa Ga.) 
ne 
OÙ 
eg À (5) 
du 
I 1— Cr 


PR a 
E (7) P(z + 1) d'ér 
On a done la formule suivante qui donne la valeur d'une 
fonction rationnelle quelconque F'(x) décomposée en 
I, 32 
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une parlie entière et en fractions simples, savoir : 


er ( 


QT RE di! 


Ext (7 +1) dé" mi) Fe Né 


la quantité € devant être égalée à zéro après les différen- 
tiations. 


Mode particulier de décomposition pour les fractions 
rationnelles et réelles dont le dénominateur a des 
facteurs linéaires imaginaires. 


223. La théorie que nous venons d'exposer s'applique 


à toutes les fractions rationnelles ” ; et les coefficients 
T 

peuvent avoir des valeurs quelconques réelles ou imagi- 

naires. Mais lorsque ces coefficients sont réels et que 

parmi les racines de l'équation f(x) = o il s’en trouve 

quelques-unes qui sont imaginaires, l’expression de la 


fonction réelle Fa) est elle-même compliquée d’ima 








BIT 
naires. On a cherché à modifier, dans ce cas, la manière 
d'effectuer la décomposition, et on y est parvenu comme 


nous allons l'indiquer. 


994. La possibilité du nouveau mode de décomposition 
que nous avons en vue résulte du théorème suivant : 


Taéorème [. — Si x° + px + q est le produit de deux 
facteurs imaginaires conjugués du polynôme réel f(x), 
n la plus haute puissance de ce trinôme qui divise f (x), 
en sorte qu'on ait 


fr) = (& + pe + 9)" f(x), 
fx) 


la fraction réelle et rationnelle 





pourra étre dé- 


pr F (x, —- €) 
1 l—4T v-"] x — Xi — & 


9 
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composée en deux parties, de la manière suivante : 


F(x) Pz+Q F(x) 


Fa) (e+pr+q) (#Epr+ aq) f(x) 





P et Q étant des constantes réelles, et F, (x) un poly- 
nôme réel. 


En effet, on a identiquement 


+} 


(æ) F(x) 
(æ) (#+pz+ag) f(x) 
er Pz+Q de HU Au) 
(a+ pz+g) (a +pz +g}fi(x) © 


S 


et l’on peut déterminer P et Q de manière que le numé- 
rateur de la deuxième partie du second membre soit di- 
visible par x° + px + q, c’est-à-dire de manière que ce 
numérateur s’annule en remplaçant x par chacune des 
racines de l'équation 


T'+rpr + Q==0O. 


« NT RESTES fc a . 
Soient A+ kV— 1 et À—KY—1 ces deux racines, et 
posons | 


RPC AVE RON RER VE id 


on tirera de là 


 F(AHEYTT) | = 
AVR C0 RP 


# 


PER AV—T) + Q 


M et N étant des quantités réelles dont lés valeurs sont 
finies et déterminées, puisque, par hypothèse, fi (x) n’est 
pas divisible par x? + px + q. L'équation précédente se 
décompose dans les deux suivantes : 


Ph+Q—M, PATES 
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lesquelles donnent pour P et Q ces deux valeurs réelles 
et finies, 


re 





N MA — NA 
HART 


Les valeurs de P et Q étant ainsi déterminées, nous 
poserons 
F(x)— (Pa + Qi («) 


mu TE : 
2 ELLE + 9 Ce); 


F (x) désignant un polynôme réel, et, par suite, on aura 


PEL que nesseqt F, (a) 
(a+ px + gg)" f, NE 6VÉ (x?+ pr + q)" (RE px + qÿ= f(x x)? 


ce qu'il fallait démontrer. 


Ex 
Corozzaine. — La fraction rationnelle | Pourra se 


Je) 





décomposer de la manière suivante : 





F(x) Prz+Q P,x + Q, 

Ne RE SE ET SET 

f(x) (x? + pz + q)" (a? + pr + q} 
1 UE 4 T + Qi Fa (æ) * 








Z?+ px + q fi(&) 


P, Q, P,, Q:, etc., désignant des constantes réelles, ét 


& 
F, (x) ur polynôme réel aussi. 


295. En combinant le théorème précédent avec le théo- 
rème analogue démontré au n° 215, on obtient celui-ci : 


Taéorëmes IT. — 7 l’on décompose le polynôme f(x) 
en facteurs réels du premier et du deuxième degré, en 
sorte qu'on ait 


fa) = (2 à)" (2 Det) (at pr + q} (trees), 





F(x 
on pourra décomposer la fraction rationnelle 7 


f(x) 
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manière suivante : 























F (x A A A TE 
LT a ) + = me 
f(x) (x — a)” (x — a)" + lon 
+,..... PR PAM RAM nn MT RENE RARES CN MAS be t 
L L, _ 
—— = A - PTE 
(ee jf nl (a TI x — Î 
Pr + Q ji P,zx + Q P,_,x + 3 Prés 
GE pe tp fé tprtqe UT a pet q 
nd. APT M re PO À 7. Lt ESS Le 
Rz +S Li Rx + S Rte EE Sn 
fa? + ra + s}" (rx? + rx + ss)" tm Err +s k 


E (x) désignant une partie entière qui peut étre nulle, et 
A, PA LA RTEES L, ENS, P, Q, P£; GARE R, S, R,, SAN 


des constantes réelles. 


226. Taéorëme IT. — Une fraction rationnelle n’est 
décomposable que d’une seule manière en fractions 
simples de la forme qu'on vient de considérer. 


Soient deux valeurs d’une même fraction rationnelle 
F (2) 
f(x) 


fractions simples qui correspondent aux facteurs du pre- 





On démontrera, comme au n° 216, l'égalité des 


mier degré du dénominateur, et quant à celle des frac- 
tions simples qui correspondent aux facteurs du second 
degré, elle peut se démontrer d'une manière analogue, 
comme nous allons voir. Soient Fe he 

(e + px + q})° 
dont le dénominateur contient la plus haute puissance 


de x?+ px + q dans la première valeur de Li et 


f(x) 


le terme analogue dans la seconde va- 





le terme 


P'z + Q’ 
CP pa + qi 
leur. Je dis d’abord que n° n. Supposons, en eflet, 
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que cela ne soit pas, et que l’on ait n > n! : de l'égalité 





qui a lieu entre les deux valeurs de ), tirons la valeur 


f(x) 


Pz+Q à 
nr cette valeur sera eEXprimee par une 
(x? + px + q} 


somme de quantités dont aucune n’a en dénominateur 
une puissance de x° + px + q supérieure à la (7 —1)°"*. 
En réduisant donc toutes ces quantités au même dénomi- 
nateur, on aura une égalité de la forme 


Dr RC EU Gé p(x) 
(a+ pz Hg) (e +pz+q)'y(x) 
ou 


Prz+Q—(x +pz +) es 
o(x) et b(x) désignant des polynômes, dont le second 
(x) n’est pas divisible par x° + px + q. Or l'égalité 
précédente est impossible; car, autrement, l'équation 
Px + Q = 0 devrait admettre les deux racines de l’équa- 
tion Æ° + px + q = 0, ce qui ne peut arriver, à moins 
que P et Q ne soient nuls en même temps, contraire- 
ment à l'hypothèse. On ne peut done supposer 7 > n'ni 
n'> n, pour une raison semblable; par conséquent, on 
AMV 

Je dis maintenant que l’on a aussi P'—P,Q'—Q. Re- 
prenons, en effet, l'égalité qui a lieu par hypothèse entre 


les deux valeurs de F j? mettons dans un même membre 
SR or 





= 





: Pr + P'x + 0’ 
les deux termes Q ? Q -, et dans 


(x? + px + q}" és (x? + px + g) 

le second membre tous les autres termes dont les dénomi- 
nateurs ne contiendront aucune puissance de X° + px + q 
supérieure à la (2 — 1)*"; réduisant tous ces derniers 
termes au même dénominateur, on aura une égalité de 
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(Er Pr Q 0). p(x) 


(a +prtagh (a +pr+q} (a) 
où 





P — P')x + — Q'\—= (2? + pr + g(æ) 
o (x) etŸ (x) désignant, comme précédemment, des poly- 
nômes dont le second n’est pas divisible par x°+ px + g, 
et l’on fera voir aussi, comme plus haut, que cette égalité 
exige 
A Q — Q”. 
, F(x) 

Il suit de là que dans les deux valeurs de Ft)’ les termes 


qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance 
d’un facteur du second degré sont égaux; en supprimant 
ces deux termes, les deux restes auront encore, pour la 
même raison, deux termes égaux ; et, en continuant ainsi, 
on voit que les deux valeurs de Îa fraction considérée ne 
sont formées que de fractions simples égales chacune à 
chacune : il en résulte en même temps l'égalité des parties 
entières, s’il y en a. 





997. MéTHoDE DE DÉCOMPOSITION. — Pour effectuer la 
, . , . . F(x) fs 
décomposition d’une fraction rationnelle Fa) on déter- 
L 


minera la partie entière et les fractions qui correspondent 
aux facteurs réels du premier degré du dénominateur, 
‘comme on l’a vu aux n°% 217 et suivants. Quant aux 
fractions qui correspondent aux facteurs réels du second 
degré, on pourra les déterminer successivement par le 
procédé mème qui nous a ser vi à démontrer le théorème I. 
On pourra aussi faire usage de la méthode des coefficients 
indéterminés. 

Dans le cas où les racines imaginaires de l’équation 
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f(x) = 0 sont toutes inégales, on peut déduire la nou- 
F(zx) 
F(x) 


qui a été établie au n° 217. Soient, en effet k + kY— 1 et 


de celle 





velle expression de la fraction rationnelle 


h— kV—1 deux racines simples imaginaires et conju- 
guées de l'équation f(x) — 0; l'expression de la frac- 


F(z) 


tion Fa contiendra les deux termes suivants : 
+ 





————— 





F(A+kV— 1) t 
*Z role 1 M + N R CONNEER 
PER — ae = à SEE 
FAUNE T) 1 


Ne 
S'UR—AN—r) er h+AN—: 
dont la somme a la forme 
À BYE Tr A—BV—: 
mL ROTRICETN FN SAS 


et peut en conséquence se réduire à une expression telle 
que 
Pet 0 
(x —h} +4 
Pxz + Q . ; 
—————; où P et Q dé- 
(x —h} +4 à 


signent des constantes réelles, pourra remplacer, dans l’ex- 


Il résulte de là que la fraction 


F(x) 
J'(x) 


pondent aux racines hHÆkNV— 7. 





pression de , les deux fractions simples qui corres- 


Conditions pour que l'intégrale d’une différentielle 
rationnelle soit algébrique. 


298. L'une des applications les plus importantes de la 
théorie qui vient d’être exposée est l'intégration des diffé- 
rentielles rationnelles, Nous n'avons point à nous occuper 
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ici des détails de cette intégration, et nous nous borne- 
rons à donner les conditions pour qu'une différentielle 
rationnelle ait une intégrale algébrique. 

Soit une différentielle rationnelle 





et 
Flx)={(x —a){(x—0)...(x— 1, 


a, b,...,{ étant des quantités réelles ou imaginaires; on 


























RUE 
mettra Îa fraction FE sous la forme 
L FA 
Fix À À Âg—1 
RE le diive Be jen SA 5 MA RC TN PERS 
pri (x ha) (hasta Tr + 
és. B B, Be —— | 
(x — bŸÿ ENS er De x — b 
""e L i Ca pe 1 
| Caen)" ER ; r — | 
UNE TRS F : he 
Pour avoir l'intégrale de F2 dx, il faut multiplier par 
F FE 
dx chaque terme de cette valeur de FD » etintégrer tous 
T 


les résultats. Or, les seuls, parmi ces résultats, dont l’inté- 

grale n’est pas algébrique sont ceux qui ont pour dénomi- 

nateur la première puissance de l’un des binômes x — a, 
On a en effet, si & n’est pas égal à 5, 


A dx À 
Far A UT + constante, 


xæ— a)” (a! —1)(x — a) — 


ei, CR Le I, 





A dx 
— Alog(x — a) + constante. 


LU 
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Donc, pour que Fe dx ait une intégrale algébrique, il 
faut et il suflit que, dans le développement de Fe en 


fractions simples, il n’y ait aucun terme dont le dénomi- 
nateur soit du premier degré, c’est-à-dire que l’on ait 


Cela exige d’abord que le polynôme f(x) ne contienne 
aucun facteur linéaire simple. Nous avons vu, au n° 221, 
qu’en posant 








z)= (x — a F(x) — (gr — eF(x) + 

p(z) = ( a) f(a)’ CAEN ( b) PATENT , 
on a 

ae MPa dE ARS pi —'(b) a 





1.2...(&—1) 1.2...(6—1) 


les conditions pour que 1 Fe dx soit algébrique sont 


donc 
"7 (a) — 0, . WA (o)eo Re nl 


quelles que soient les quantités a, b,..., c, réelles ou 
imaginaires. 

Ces conditions sont en même nombre que les racines 
a; b,...,l; mais si le degré de F{x) est inférieur de 
deux uuités au moins à celui de f (x), l’une d’elles sera 
comprise dans les autres. Désignons, en effet, par m le 


degré de f(x), et supposons que F{x) soit au plus du 
F(x) 


Fa mn nulle, 


et si l’on réduit au même dénominateur toutes les frac- 





degré m— 2; la partie entière E{x) de 


tions simples, pour les ajouter et recomposer la fraction 


te Sr: 
> On voit, sans peine, que e numeérateur de la irac- 


f(x) 
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tion ainsi obtenue contiendra x"! avec le coefficient 


Ar tBe_it+...+L;_,. 


Ce coeflicient doit être nul, puisque F(x) est du degré 
m — 2 au plus; on a donc 


9" (a) TT" (6) 7 "(1) 
Fin: D re 1,2...(À —1) 


oO; 


et, par conséquent, l’une des conditions pour que 
Ex 
Fa _— dx soit algébrique rentrera dans les autres. 
L'équation précédente comprend, comme cas particu- 
lier, une formule que nous avons établie au n° 217. 


Application à un problème de Géométrie. 


229. Comme application des considérations que nous 
venons de présenter, je traiterai ici succinctement un cas 
particulier d’un problème dont j'ai donné la solution 
générale dans le XXXV® cahier du Journal de l’École 


Polytechnique, et dont voici l'énoncé : 


PROBLÈME. — Trouver toutes les courbes algébriques 
dont l’arc indéfini s'exprime par un arc de cercle, et 
dont les coordonnées rectilignes sont des fonctions ra- 
tionnelles de la tangente trigonométrique de cet arc. 


Si l'on désigne par à l'imaginaire V—r, par k une 
quantité positive, et par w un angle réel, puis que l’on 
fasse 


t—(z— a} (z— b}rF(z— ch, 
T—(z— a) F(z—6)PF(z—y)14, 


. , 

a et « étant des constantes imaginaires et conjuguées, 
ainsique Det, cet y,..., et mn, p; q,...,étantides 
entiers positifs, la solution générale du problème proposé 
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sera donnée par la formule 


Pas FL 4 
, 


4 
(1) x + ir = H(eoso + isina) [5 S 


pourvu que les constantes a, b, c,...,.a, 6, y,.... 

soient choisies de manière que l'intégrale qui figure dansla 

formule précédente soit algébrique. On a effectivement 
(a à" 


£ 
dx + idy — k(cosw + i sin) - GG me dz, 


et en changeant : en —x, 


dx — idy = k{(cosw — isinw) Re. dz. 


t (2 —ijr+ 
La multiplication des formules précédentes donne 


dz 
+7 


le da? 


ÉTRRAGEE d'où Vdx! + dy — 


dx? + dy? = 











; 
et 


Î Va! + dy k arc tangz. 


Comme le degré du numérateur de la fraction 
t (z—i}" 
r (z + i)+2 
nominateur, si x désigne le nombre des constantes &, b, 
Ci... OU x, 6,7,..., il suffira de satisfaire à x —1 
conditions pour rendre algébrique l’expression de x + iy. 


est inférieur de deux unités au degré du dé- 


Lorsque t et + se réduisent à l’unité, notre formule ne 
donne pas d'autre courbe que le cercle; le cas le plus 
simple est donc celui dans lequel on a 


Re (z — ares r=(z— a)", 
la formule (1) devient alors 


(2) © +7 = H(coso + sine) [7 


(z— a)" (z — i)m 


(z — g)"+! (z + ij"+2 ? 


et une seule condition suffira pour que l'intégrale soit 
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algébrique. Pour trouver cette condition de la manière la 
plus simple, soit u une nouvelle variable et posons 








Z — i a —i 
£ = ———,u; 
Zz+1 a +1 
faisons aussi, pour abréger, 
(3) PR) ee 
Pile DU 
on aura 
dz I A —1 
É L'ITeTONC . du, 
(z+i} 2ia +i 
et 
(z— ii)" dz QT DM ls 
— cat — — EE u" du, 
(z+int? oi \a Hi, 
puis 


Z— a Aa +iu—1 











Z— «a x+iu—à 


D’apres cela la formule (2) devient 


uw" (u stat 3 He du 
AUS AE Lol Et Ni Re ; 


{ (u re fees 





en faisant, pour abréger, 


I Le a+i\rtifa—i\mt# 
A = —#(coso + isinw) ) Î 
2.1 1 4 CE a +1 








On voit alors que la condition pour que x + y soit algé- 
brique est 


(4) 





d" (ss (G F2 a FE 
d ç" Æ, 


Cette équation en € est du degré m + 1; elle a une ra- 
cine égale à 1, et si z est inférieur à m, elle a m—n ra- 
cines nulles; le nombre des racines diflérentes de o et 
de : est donc égal au plus petit des nombres m et n; on 
reconnaît que toutes ces racines sont réelles, inégales et 
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comprises entre o et 1, en appliquant n fois de suite le 
théorème de Rolle à l’équation 


E"(E— 1} = o, 


qui a m racines nulles et 7 + 1 racines égales à 1. Les ra- 
cines nulles de l’équation (4) ne peuvent nous convenir, 
car, pour 6 — 0, la formule {3) donne 4 — —;ou a = +; 
mais l’une de ces équations entraîne l’autre, puisque a 
et æ sont conjuguées; les facteurs z— a, z— à de- 
viennent Z +1, z— 1; par suite on retombe sur le cas 
où les polynômes £ et + se réduisent à l’unité. Pour £ — 1 
l'équation (3) donne a — &, et la formule (2) se réduit 
encore à celle que donne l'hypothèse 1 = + = 1. 

Mais à chacune des racines € comprises entre o et 1, 
répondent pour a et « des valeurs imaginaires et conju- 
guées l’une de l’autre. Remarquons d’abord qu’on peut 
supposer | 


(5) ax TI 


sans diminuer la généralité de la solution, car on ramè- 
nera le cas contraire à celui-là par un changement de va- 





. » . , . D REUE . 
riable. Il suffira effectivement d’écrire au lieu de z 


I — €63%3 
? e r . 
en prenant pour € l’une des racines del équation 


par la transformation dont il vient d’être question la for- 
mule (2) devient Ô 


, Mk (z— a} (z — ii)" 
x + iy = À(cosw +isine) (a — a (2 ie _ 


ai et «, ayant les valeurs suivantes : 


(4 one X 15 


A = ————— 39 ; 
I+ ae 1 + GE 





nes 
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d’où l’on conclut à; «; —1. On peut donc admettre l’é- 
quation (5) et de cette équation combinée avec (3), on 
tire alors 


UNE re 
(4 Mess > t, 
1+C 1+Ù 


e 
2 IE 
MIN ANR ie 
Va mi 1+ € 














en donnant à a et à & ces valeurs, dans la formule (2) 
l'expression de x + ry sera algébrique. 


9 


Détermination d'une fonction rationnelle par le moyen 
des valeurs qui répondent à des valeurs données de 
la variable. 


230. Une fonction entière du degré m de la variable x 
est entièrement déterminée lorsque l’on connaît les va- 
leurs de cette fonction qui répondent à m+1 valeurs 
données de x. Quand les valeurs de x dont il s’agit for- 
ment une progression arithmétique, la fonction peut être 
obtenue par la méthode que nous avons exposée au n°156; 
mais il est important d’avoir une formule qui embrasse 
tous les cas. Cette formule est précisément, comme on va 
le voir, celle qui a été établie au n° 217, et qui exprime 
la valeur d’une fraction rationnelle décomposée en frac- 
tions simples. 


Soient 
Lo) Us Uggsers Un 


les valeurs d’une fonction F (x) du degré m, correspon- 
dantes aux valeurs données 


SAR PO RE NE « 
de la variable x; posons 


F(x) = (x — to) (x — x )(x — 2)... .(æ — x»), 
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on aura 


co reel a)e iv tt ÉLO 


LE — Lo L— TL: T — TL 


et, par conséquent, 


Per) rames TE CS 


x 


Cela posé, le degré de f (x) surpassant d’une unité celui 
de F{(x), on a (n°217) 
LES AN METRE F(zx;) I F (Ye UE 


fie) Ni a)z—n fa) TX NE 47 


et, en chassant le dénominateur f (x), il viendra 





(re) Cr RON (TER 





Fix) —4 


(To — ti) (To — L2). . .(Xo— Zn) 
(x — x) (x — 2x2). . .(x — x») 
Fa er ee CE RTS 
(x — x)(æ — xi)...(x — xm) | 


(Æn — Lo) (Æm — Li). + .(Xm — Xm—s) 


Cette formule donne la solution de la question propo- 
sée: d’ailleurs celle-ci ne peut admettre une autre solu- 
tion; car s’il existait une fonction F, (x) du degré m, 
différente de F (x) et satisfaisant aux conditions du pro- 
blème, l'équation 

F (æ)— F(x) —o, 
qui est au plus du degré m, admettrait les m + 1 racines 
Ts Lis Tino CE QUI Est impossible. 

- On peut encore résoudre la même question en raison- 
nant comme il suit : si les valeurs données wç, w,.., u, 
sont toutes nulles à l'exception de l’une d’elles u,, et que 
celle-ci soit égale à l’unité, il est évident que la fonction 
demandée est déterminée et a pour valeur 


(æ — %) Lh (re Zu_.) (æ D ..(T — mn) 


D, Den Es re - EC MIRE DV MS © 
Fo (as) (tu ap) (rs ami) (tu an) 





\ } 
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Cela étant, on aperçoit de suite que, dans le cas général, 


la solution du problème proposé est donnée par la for- 
mule 


F(r)=uXo+ ui Xi +... + Um Xme 


231. Il est souvent plus avantageux de donner à l’ex- 
pression de la fonction demandée F{x) la forme à la- 
quelle nous avons été conduit au n° 156, dans le cas par- 
ticulier où les valeurs données de la fonction répondent à 
des valeurs équidistantes de la variable. On y parvient 
facilement par la méthode des coeflicients indéterminés ; 


car si l’on pose 
F(x)= A; + Aix — x) + Az — 2)(x — x) 

+ Ar —m)(x—2)(x— x) +.. 

+ An(£ — Z):..(T — rm), 
les constantes À,, A,,..., À, pourront être déterminées 
successivement au moyen des équations de condition 

ILRME=ASS 

UE A, —+ A: (æ mi ti , 
üy = Ao + Alt — Lo) + A:(Xr — y) (de — Zi), 


MUR are eo Sete à *: ei © © +» « © CRC 2] . 


nr An En Lu) 32.4 PURE RER A RUN CEE Se 
Lorsque les valeurs données 
EE PR 0 
forment une progression arithmétique dont la raison 


est L, on tire immédiatement des équations précédentes 


P- 
pren A a A &, 
o — Un) de T mn 
Rp de TS 


et on retrouve la formule du n° 156. 
42 


[#S] 
Q2 
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232, La formule du n° 230 n'est qu'un cas particulier 
d'une autre formule plus générale, que Cauchy a fait 
connaître dans la Note V de son Analyse algébrique, et 
qui donne la solution du problème suivant : 


ProBième. — Trouver une fonction rationnelle u de 
la variable x, dont le numérateur et le dénominateur 
soient des fonctions entières des degrés m et n respecti- 
vement, connaissant les m + n +1 valeurs de u qui ré- 
pondent à m+ n + 1 valeurs données de x. 


il est évident que ce problème ne peut admettre qu'une 
seule solution; car si deux fonctions distinctes 
F{x) F(x) 


4 


J(x) fix) 








remplissaient l’une et l’autre toutes les conditions de l’é- 
noncé, il est évident que Péquation | 
Fr} fi (2 = (a) (el 0, 


qui est au plus du degré m1 + n, admetirait pour racines 
les m + n +1 valeurs données de x, ce qui est impos- 
sible. 


Cela posé, soient 
Ho à MU sall AS EST 


les valeurs de & qui répondent aux valeurs données de x, 


Ty ? Ti 2 TL Re DATE 1 


Supposons d’abord que m de ces m + n valeurs de 
soient nulles; que l’on ait, par exemple, ‘ 


Unit —\ 0; Unra—O,...) Unyim = O0; 


il est évident que le numérateur de la fonction cherchée 
“sera 


À (x Æe CET) (x Ai Tn+e) …… (æ DER æ4358) 


SECTION 11: — CHAPITRE Ill. 515 


À étant une constante arbitraire; par suite, le dénomina- 
teur sera égal à 


ÂÀ (x — air) (x ah cie L DS (æ FEES Tnt) 
ne À 





02 


et si l'on donne à x les valeurs successives x, x,,..., x, 
il prendra les valeurs correspondantes : 


MUT ; 

"4 ES é © Er Co Er. x. Er #0 (To TT nm L 
0 

Â 

ta (x, En +41 | (8, Try) (æ: AS LAIT À 
1 

° Mo ieerat ie enduits» pers et je , 

ù { 

ri Car Tn+1) (ru 21 Lana) ASIN NT Lytm 5 
ñ 


on peut donc obtenir l'expression du dénominaieur de « 
par la formule du n° 250, et on trouve ainsi : 














À (x — x )(x —s.).. (x —r,) 
E (xs — dns) (ro — diym) PE Te ee an 
d: A Paamonbbruns vo] (2 — ral (x — 23)... .(x — Zn) 
Hi (x — 2) (a — m2)... (x, — x) 
A A te DR NM NL 5 de un D : 
te pie An) (ray n) hé matiel ET us, ), 
U, eo) nn Xi as — An) 


Alors, en donnant à la constante arbitraire A la valeur 


H 


RE ONTE NP RAI URS DAAT 
o y ll Do — Lati)e 2e (Toni Engm) 





I 
> Ni DT 
ûù (Ti tr dit 28 (ri Ci Tn+m) f 


I 





4 , 
{ Th 


TT ni ) sr e (er 14 Th) 


SE 
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le numérateur de la fonction u sera 


(x) LE, ce & 2 (x — up) (X — Znyr}. (LE — Tuym) 
\ 0 “1 En EC 0.— Foy ) + + (Xo — ER à À .[(Zx — ma ). à (æ, En run) 





? 


ei cette mème fonction aura pour dénominateur le terme 


(r— r)(x—z)...(rs 1 —#) 


lo) ni, PLAUESL AUOT EN IDBENMERE 
( ) 8 + [ro Zn}. … (To— LANTA p4 ’ L( Zn — Xn) + (ru dut | 





augmenté des » termes qu’on en déduit en faïsant toutes 
les permutations des indiees 0, 1, 2,..., 7. 

L'analyse du cas particulier que nous venons d'exami- 
ner nous conduit immédiatement à la solution du cas gé- 
néral. | 

Supposons effectivement que les quantités u,, #,,..., 
Uyym SOient queleonques; faisons dans chacune des ex- 


pressions (1) et (2) toutes les permutations possibles des 
mt + n +1 indices 


Os 15428 6 OMS IENETS 


et ajoutons, dans chaque cas, tous les résultats obtenus. 
La première somme sera le numératear de la fonction de- 


rmandée, et la seconde somme sera son dénominateur; on 
aura aïnsi 


ot u (æ pr } (æ Até Tn+1) A (x st Lset) 

(Mort ; gt, 

3) ee Cesar) (ro nn )} (a ST 
(ti —æ)(x, — x)... .(ærs — x) 


LC To Zn) (M6 — Cngm)lee | (Tres = La)e (Tam rn)] 








Hoi. Un 








Rien n’est plus facile que de vérifier ce résultat; faisons 
en eflet x = x,, le numérateur de la formule précédente 
se réduira au produit de w, par la somme 


Uo Us ls es 


— - 








RETRO LP BARBITIN UN". | WEMRNS 
(Ts =; La-yt ) RS (To — Ta+m) | Seth [Zn mere Th: ) *… (Æsss Le y D CORP, À » | 


où les termes qui suivent le premier se déduisent de ce- 


M.== 
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lui-ci en faisant toutes les permutations des #1 + n in- 
dices 


Re Mn ire ont ls ce ROOMS 


Or, c’est à cette somme que se réduit aussi le dénomina- 
teur de u pour æ — x, ; donc la formule (3) donne u = u, 
pour x — x,, et Comme tout est symétrique par rapport 
aux indices, on à 4 — u, pour X—=X,, quel que soil l'in- 
dice y. 

La formule (3) subsiste dans le cas de 7 — 0, pourvu 
qu’en réduise son dénominateur à l'unité; elle coïncide 
alors avec la formule du n° 230; elle subsiste également 
dans le cas de m — 0, pourvu que l’on remplace le numé- 
TAlEUT PAT Uos Uiseees Une 

Dans le cas m —n —1, la formule (3) donne 








Æ — L; | TL — x, | Æ— Le 
og = — HU © — © HR lo -————  —— 
(et: —#,)(ti — x;) (To—ti)(&;—æ) (ri — cos — x) 
À Lo— + u Li — Æ nt LL — & 
CU RE SV ÉRSERCLS RCE MD CID EC) Hi = - 
"(Go — #1) (To — T2) j (ri — Zo)(X— æ3) (ri — ro)(xi — 


Des séries récurrentes. 
233. Une série 


A+ AL + Al? + A+ + An A" +. 


 E 
ordonnée par rapport aux puissances entières et crois- 
santes de la variable x, est dite récurrente, lorsque, pour 
zoutes les valeurs de 2 supérieures à une certaine limite, 
le coefhcient de x” peut s'exprimer, quel que soit x, par 
une même fonction linéaire des coeflicients des puissances 
inférieures pris en nombre fixe. En d’autre termes, la série 
que nous considérons sera récurrente, si, pour toutes les 


valeurs de #7 qui surpassent une certaine limite, on a 
identiquement 


Lo nm Li Amen Te 0 mt Ant + GnAn == O0, 
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m étant un entier quelconque, et &5, &1,.. 
tités constantes. La suite de ces quantités 


. 
y 


2, des quan- 


y » Lise. ss En 


est ce qu'on nomme l'échelle de relation de la série ré- 
currente. 

Cela posé, nous établirons à l'égard de ces séries les 
deux propositions suivantes : 


TuéorniMe |. — Lorsqu'une série ordonnée suivant les 
puissances croissantes de la variable x est à la fois con- 


vergente et récurrente, elle a pour somme une fractiorr 
rationnelle. 


En effet, soient + (x) la somme de la série proposée 
(1) A + AT + At +, + Ant" +. .., 


ei 


ps Lise - 3 Àm 
PL . ? 4 
son échelle de relation, en sorte que l’on ait 
(2) Leo mi ki % æi nm Tale at En À ni me Fm An — oO, 


pour toutes les valeurs de »2 supérieures à une certaine 
limite. 


Posons 
Sr) = 80 Lib GT Hs, Ho ten 


et multiplions la série (1) par le polynôme f(x). Chaque 
terme de ce multiplicateur donnera pour produit une 
série convergente, et la somme des 7 + 1 séries qui ré- 
pondent ainsi aux #2 + 1 termes de f(x) sera évidem- 
ment une série convergente qui aura pour somme le 
produit o (x) f(x). Or, en ordonnant cette dernière 
série suivant les puissances de x, on trouve que le coef- 
ficient de x" est précisément le premier membre de l'iden- 
tité (2),et comme ce premier membre est nul, pour Îles 
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valeurs de 2 qui surpassent une certaine limite, la série 
que nous considérons se réduit à un polynôme F (x) com- 
posé d'un nombre fini de termes ; on a donc 


p(x) f(x) = Ex), 


d’où 





ce qui démontre le théorème énoncé . 


Taéonkme IL — Aéciproquement, toutes les fois 
qu'une fraction rationnelle peut se développer en une 
série convergente ordonnée suivant les puissances crois- 
santes de la variable, cette série est récurrente. 

Fe) 
soit développable en une série convergente, et que lon 
ait 


(1) 


En effet, supposons que la fraction rationnelle 





F(x) 
J (x) 


pour certaines valeurs de la variable x. Soit aussi 





= y + ATX + +... + al +, 


(2) HG) == rot Elo, D —E con, Lx de. 


Le produit de la série (1) par le polynôme (2) est une 
série convergente qui a pour somme le produit 


F(x) 

f(x) 
donc, pour toutes les valeurs de # qui surpassent une cer- 
taine limite, le coefficient de x" dans le produit dont il 
s’agit doit se réduire à zéro. Or, ce coefficient a pour 
valeur 





1(&) =) : 


Lo À nm —— A nn —= 000 TE ni Ani—1 ni Se Œyn Ans 
donc on a 


26 Anm + um EE A GE TRE + Amdn = S 





520 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


pour toutes les valeurs de n, à partir d’une certaine li- 
mite ; cette condition exprime que la série proposée est 
récurrente. 


234. On peut obtenir de la manière suivante le déve- 
loppement d’une fraction rationnelle en série ordonnée 
par rapport aux puissances croissantes de la variable. 


NE 


x) 





Décomposons la fraction rationnelle donnée en 


we: 


fractions simples, et supposons que l’on ait trouvé 


E(z}te ss A | 
fe one in a) 


Pour résoudre la question que nous avons en vue, il 
suflit de développer en série, par la formule du binôme, 


; £ A ge 
chacune des fractions simples du À (x — a) _% 


(æ — a) 
On a ainsi 


ax _ a(æ+1)x? 
1—+ —— ne . 
‘ man 14 EAU 
—(— a) ’ ; 
aia—+i1)...(a+nr—i)a 
LE sIPI A ; 


et si p, désigne le coefficient de x" dans E(x), le terme 
(x) 
VACI 


Û ra {# 222 
pe ADN SA A a <a 1) A 
TD ET at +a 


Dans le cas particulier où les racines «, etc., de f(x) = 0 


F(a) à 


FT) le terme 


en série sera 





général du développement de 








sont toutes simples, on a æa =1 et À — 
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général se réduit à 


Ainsi la série récurrente dans laquelle se développe la 
F(x) 
f(x) 
séries provenant des développements de diverses puis- 
sances négatives et entières des binômes a — x, b— x, etc. 





fraction 





peut s’obtenir par l'addition de plusieurs 


D'ailleurs ces séries sont convergentes pour toutes les va- 
leurs de x dont le module est inférieur au plus petit des 
modules des quantités a, b, etc.; on peut donc énoncer la 
proposition suivante, qui est un cas particulier d’un théo- 
rème de Cauchy relatif au développement des fonctions : 


Taéorème. — Une série provenant du développement 
F (x) 
Ta) 
toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x dont le 
module est inférieur au plus petit module des racines de 
l'équation f (x) = 0. 


d'une fonction rationnelle 





est convergente pour 


EXEMPLE. — Proposons-nous de former la série récur- 
rente dans laquelle se développe la fonction 


P+Qx 
9? 
I— 227 COS®O + x? 











p(r) = 


où P, Q et w désignent des constantes données. 

_ Décomposant cette fraction en fractions simples et em- 
ployant, comme nous l’avons déjà fait précédemment, la 
notation usuelle des exponentielles imaginaires, savoir, 


Hoy—r reste Ê 
e NTI cosw LE ÿ—1sinv, 


on à 
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À et B étant des constantes qui ont respectivement pour 
valeurs 

PAM AQRUS PeToV—i + Q 


——— RER NE 
2 sinw ÿ—1 2, SIN © W— 1 





/ 


Développant en série chacune des parties de o(x), on 
trouve 


fr) = AD a eo V— 1 B Sa" PCT EE 


ou, en remplaçant À et B par leurs valeurs, 


7h 








e” V1 2- 1 oÿ=1 eoV=t =n @ 1 
Te Qc" (Per Q)e 


2 sin © ÿ—1 


En remettant à la place des exponentieiles imaginaires 
leurs valeurs, on a, toutes réductions faites, 





PEIQ NE + À te + Q sinzo ù 
= + —L 


i — ox COS —- x? sin 6 


Le terme général du développement est donc 


/ 3 — ci } 
fnsin(z+kir)e ee }r 


Pa FA Mie QE 
\ Sin © SH 6) 








“ 
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CHAPTTRE IV. 


DES FONCTIONS ALTERNÉES ET DES DÉTERMINANTS. 
APPLICATION À LA THÉORIE DES ÉQUATIONS. 


Des fonctions alternées. 


239. On nomme fonction alternée de plusieurs quan- 
tités, toute fonction qui change de signe, mais en con- 
servant au signe près la même valeur, lorsqu'on échange 
deux quelconques de ces quantités entre elles. Nous ne 
nous occuperons ici que des fonctions alternées ration- 
nelles. 

Il résulte de la définition précédente.que le carré d’une 
fonction alternée est une fonction symétrique. 

Quand on échange plusieurs quantités entre elles, 
d'une manière quelconque, on dit que l’on a exécuté sur 
ces quantités une substitution: la substitution qui a pour 
objet de remplacer deux quantités lune par l’autre se 
nomme transposition. Nous reviendrons avec détails, 
dans la suite de cet ouvrage, sur ces importantes notions; 
pour le moment, il nous suffit de remarquer que toute 
substitution, qui ne se réduit pas à une transposilion, peut 
être exécutée par le moyeu de plusieurs transpositions 
successives. Car si, pas la substitution dont il s’agit, une 
certaine quantité a doit venir prendre la place occupée 
par la quantité b, on pourra produire ce premier effet 
par la simple transposition des lettres & et b; la quan- 
tité a occupera ainsi la place qu’on veut lui assigner, et il 
restera à exécuter une certaine substitution sur les quan- 
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tités restantes. On peut appliquer à celle-ci le raisonne- 
ment que nous venons de faire et, en continuant aïnsi, il 
est évident qu’on aura exécuté la substitution proposée 
au moyen de plusieurs transpositions. 

Cela posé, soit V une fonction alternée. Une première 
transposition changera V en — V, une deuxième trans- 
position reproduira la valeur primitive V, et ainsi de 
suite; on peut donc énoncer la proposition suivante : 


Une substitution qui équivaut à un nombre pair de 
transpositions ne change pas la valeur d’une fonction 
alternée N ; au contraire, toute substitution qui équivaut 
& un nombre impair de transpositions change V en —V. 


236. Il est facile de former l'expression générale des 
fonctions alternées de m quantités 


(1) po Re € 
Désignons, en ellet, par P le produit des HOME 
férences 
[ (b— a), 
(c— a), (c—b), 
(2) (d— a), (d—b), (d—c), 


({— a), (1— b), (—c),,.., (—=%), 
je dis que P est une fonction alternée. En effet, soient à 


et 6 deux quelconques des quantités (1) dont nous écri= 
rons la suite de cette manière, 


Asso. ls Le Fr.) k, CI}, PP l; 


la différence 
6— a 


fera partie des facteurs (2) qui composent le produit P; 
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écrivons ceux des autres facteurs de P où la quantité « 
figure en regard des facteurs qui dépendent de 6 : 


6—a),..., (6—e), 
gi aji. ne, (4 — x), (6 datés (6 — x), 
(= a)..., (l— a), | (f—6),..., (4—86). 


nt 


Les facteurs qui composent l’une quelconque des trois 
lignes de ce tableau peuvent être groupés deux à deux, de 
manière que le produit des différences d’un mème groupe 
tel que 


(æ—a)(6—a) ou (g—z)(6—g) ou (j—ce)(j—6), 


ne change pas quand on transpose & et 6; d’ailleurs, par 
cette transposition, 6 —« se change en &« —6; donc 
aussi P se change en — P; et, en conséquence, le pro- 
duit P est une fonction alternée. 

Soit maintenant V une fonction rationnelle et alternée 
quelconque des quantités (1); le rapport | 


V 
n 
ne changera par aucune transposition; donc ce rapport 


est une fonction symétrique S et, par conséquent, 


= V =3SP: 
On a ainsi cette proposition : 


T'aéorÈme. — Toute fonction rationnelle et alternée 
de m quantités est égale au produit d'une Jonction sy- 


m (in —1 


métrique et des ) différences obtenues en com- 


binant deux à deux les m quantités données. 


Si la fonction alternée V est entière, la fonction symé- 
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trique $ sera aussi entière, En effet, V se changeant en 
— V par la transposition des lettres a et D, il est évident 
que l’on a V = 0, quand on pose b — a, et, en consé- 
quence, le polynôme V est divisible par la différence b— a 
ou a — b. D'ailleurs, a et b désignent deux quelconques 
des quantités données, et il en résulte que V est divisible 
par P. 


237. D’après ce qui précède, l'étude des fonctions al- 
ternées est ramenée à celle de la fonction P. 

Si l’on effectue le produit des différences (2) et qu'on 
opère la réduction des termes semblables, on aura la va- 
leur de P sous la forme d’un polynôme homogène du 
degré mibpe par rapport aux quantités a, b,.... L’in- 
spection du tableau des différences (2) montre que, dans 
la partie de P multipliée par /"7#, le coeflicient de Z"7! 
s'obtient en rejetant la dernière ligne du tableau (2) et 
en faisant le produit des différences restantes; pareille- 
ment, dans la partie de ce coefficient qui est multipliée 
par À"-?, le coefficient de À"? s'obtient en rejetant les 
deux dernières lignes du tableau (2) et en multipliant les 
autres différences; en continuant ainsi, on reconnaît que 
la fonction P renferme le terme 


a! b'e2d3 1%: Jn—2 pm 


avec le coefficient + 1. Nous donnerons à ce terme Île 
nom de terme principal. 
Cela posé, je dis que l'on a 


P sr > np a b'c°d? Lx Jn—2 jm F 


. 4 
Dans cette formule, le signe »i embrasse les r.2... m 
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termes qu'on peut former, par les substitutions, au moyen 
du terme principal. Celui-ei a le signe +, et chacun des 
termes qui suivent a le signe + ou le signe — suivant 
qu'il se déduit du terme principal par un nombre pair ou 
par un nombre impair de transpositions. 

Pour justifier notre assertion, soit 


ets : 0 
eue {de «het ANNE dar ds 


un terme quelconque du second membre de la formule 
PE D el , 

précédente, les exposants &, 6, y,..., À étant les nombres 

O, 1, 2,2.., (m1 — 1) pris dans un certain ordre. La même 

fonction renfermera aussi le terme 


CL AL A4 Jà 
ee fc a QE 


qui se déduit du précédent par la transposition des lettres 
a et b; ces deux termes ont d’ailleurs des signes con- 
traires, car les substitutions au moyen desquelles on les 
déduit du terme principal, équivalent lune à un nombre 
pair, l’autre à un nombre impair de transpositions ; enfin 
la somme des deux mêmes termes est divisible par b — a. 
Ii résulie de là que la fonction considérée est divisible 
par le produit des différences (2), c’est-à-dire divisible 
par la fonction P; en outre elle est du même degré que 
celle-ci et elle a avec cette fonction un terme commun, 
donc elle lui est égale. 

On doit remarquer qu'au lieu d'exécuter les substitu- 
ons sur les lettres 


nb Ds ei Nat 


on peul, si on le juge à propos, les faire porter sur les 
exposants 


09 493250 a} 
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Les déterminants. 
938. Considérons les m°? quantités 


ab EME NN 

ti, b,, Ciotat k,, 4 

(1) Hss 4) DEC 13 RER 
jh: HÈU AONS: 07 HO ADP É EEE ne 


Am—1 9 Ca > Cm—ige. Ar 2 , Éneses , 


qui forment 7» lignes horizontales comprenant chacune 
m termes, ou 2 colonnes verticales également composées 
de m termes, et reprenons la fonction alternée 

) H 


P — pores abc... Am m1 


des mi quantités 


“d; b, €; Re r) k, A 


Supposons que dans chacun des termes de P on remplace 
tous les exposants par des indices de mème valeur, et 
désignons par D le résultat qu'on obtient ainsi; on aura 


\ 


(2) DD ED) M—1 » 


La règle que nous avons donnée pour former les diffé- 
rents termes de P s'applique aussi à la fonction D; ainsi 
dans cette fonction chaque terme a le signe + ou le 
signe — , suivant quil faut un nombre pair ou un nombre 
impair de transpositions pour le former au moyen du 
terme principal 


+ @o b, C3. . nes m—ie 


La quanuté D est une fonction des m°? quantités (1), 
elle est dite le déterminant de ces quantités, et on écrit 
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habituellement 


(3) D — d's Fr CES ANT À 


Ale lente ete Die eue d'eau one 


Œm—t 9 ba , Cn—1 9e. Len 


Les substitutions nécessaires pour former les termes deD 
au moyen du terme principal peuvent porter indifférem- 
ment, soit sur les lettres a, b,..., /, soit sur les indices o, 
1,..., (m—1), d'où l’on pent conclure cette proposition : 


Un déterminant ne change pas de valeur, lorsqu'on 
remplace les colonnes verticales par les lignes horizon- 
tales, de manière que le terme principal reste le même. 


Le déterminant D est une fonction linéaire et homo- 
gène des m quantités 


do; Ass.) Am 9 


et si l’on pose 
(4) DEA; a+A a + AG +. .+ À Amis 


la formule (2) montre que À, n'est autre chose que le 
déterminant 


À, => Nine b, Co MR D à 


ou 
19 Cisse. # 


b 
bi, Gate l, 
b 


2... 


bn: > miss.) Un 


dans lequel le terme principal est D, c:...4,_1. Si dans la 

partie À, a du déterminant D on transpose les indices o 

et 1, on obtiendra les termes en à, changés de signe, mais 
I. 34 
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les signes seront rétablis si l’on fait ensuite la transpo- 
sition des indices o et m —1; on a donc 


be MR à L'AU 
3 Cape ls 
À, = Fe AN OS TR 
Dyesaiee Cneno vs ses 


b,, Cosr..s [A 4 


et, en continuant ainsi, on voit facilement qu'on obtien- 
dra, quel que soit ut, 


be Cm—i3e.s l L 


| m1? pe=122007 PRE 


Il résulte de là que sachant former le déterminant re- 
Jauif à (m2 — 1)" quantités, on saura former également le 
déterminant qui se rapporte à m° quantités. 

Comme la fonction P change de signe quand on trans- 
pose deux des lettres a, b,..., ou deux des exposants 0, 
1,2,...,il est évident que le second membre de la for- 
mule (2) changera également de signe si l’on transpose 
soit deux lettres, soit deux indices; on a par conséquent 
cette proposition : 


Un déterminant change de signe en conservant la 
méme valeur absolue quand on échange entre elles soit 
deux lignes horizontales, soit deux colonnes verticales; 


Et il en résulte cette conséquence : 


Un déterminant s évanouit lorsque deux lignes hori- 
zontales ou deux colonnes verticales sont composées des 
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mémes termes, ou lorsque les termes de l’une sont pro- 
portionnels aux termes de l’autre. 


Ainsi la formule (4) donnera 


A 
0= AG +—AC+...+ A» Cm 
(6) oCo 7 A1 Ci 1 Emi 9 


RE ee ri Duo ttiloatié : 
| 0= A, AL +...+ Ant. 
239. Remarquons encore que les fonctions P et D de- 


1 . à LL . LA À . 
viendront identiques si l’on a, quel que soit u, 


ASC UME RS PT 


d'où il résulte que la fonction 
P — (b — a) 
Xe — a)(e— 6). 


Sn lalif. se D'ip,5 sales 1e,.e" Qu je. 0e 0 M ee + «. » 


est égale à l’un ou à l’autre des déterminants 


| 1, As 1 ne po 
FAO RM | y LM LANEE PET Lt 
dr hr m1 1 gs 1. m1 


on a 


nat NN UE) 


7 
= 
Ï 


de 
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et on conclut de là 
m(m—1) 


D'—(—1) ©  F'(a)F'(6)...F'(c). 


240, RÉSOLUTION DE m2 ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 
À M INCONNUES. — Les formules du n° 238 donnent immé- 
diatement la résolution d’un système d'équations du pre- 
mier degré entre un pareil nombre d’inconnues. Car 
soient les m2 équations 
Gr + bb +Oz+...+ Lu =, 
Z+by+az+...+lu—=s:, 


A m1 (+ 3 —- DT. + él te + AR [4À = Syn—19 


entre les m inconnues x, ÿ, z,...,u. Conservons les no- 
tations du n° 238, et ajoutons les équations proposées, 
après les avoir multipliées respectivement par les facteurs 


À, A;, À;,. CC" Ars 
on aura, par les formules (4) et (6) du n° 258, 


Dre As —- À,s: +. 0 + An: Si » 


ou 
DES XK, 


en désignant par X ce que devient le déterminant D quand 
on y remplace la lettre a par s, en conservant l'indice. 
Si donc on représente par , 


XYZ TU 


les valeurs que prend D, quand on remplace par la 
lettre s chacune des lettr es 


a, 0, c,..., l, 


successivement, les valeurs des inconnues seront repré- 
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sentées par les expressions suivantes : 
2 Y 2 U 
LS; = — 9 BE ele Es == 0 
sen D D 
dans lesquelles le dénominateur commun est précisément 
égal au déterminant D. 


241. Il n'entre pas dans nos vues de présenter une 
étude complète des déterminants, et, pour ce qui regarde 
les détails de cette théorie, nous renverrons le lecteur au 
Mémoire de Jacobi publié dans le tome XXII du Jour- 
nal de Crelle, Mémoire dans lequel l'illustre géomètre a 
présenté une exposition d'ensemble qui ne laisse rien à 
désirer. Nous nous bornerons ici à établir les propositions 
qui sont indispensables pour l’objet que nous nous pro- 
posons. 

Il convient, dans ce qui va suivre, de faire une légère 
modification aux notations dont nous avons fait usage 
jusqu’à présent. Au lieu d'introduire plusieurs lettres 
affectées d’un indice, pour représenter les quantités don- 
nées, je n emploierai désormais qu'une seule lettre affectée 
de deux indices. 


D’après cela, un système de m° quantités données sera 
représenté par 


{ its ERP [ Amis 
i,os dupe. 3 Am,29 
(1) 
1: SPA UNE PORN | Te RER ; 
dima seresses mms 


chacun des indices z et pouvant prendre les mn valeurs. 


Robe) (7 LUN ; 
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et le déterminant sera 
(2) DS Ha a... Gium 


quant au terme principal il sera toujours 
+ Ai, doc Am,mo 


et tous les autres s’en déduiront en conservant la série 
des premiers indices dans l’ordre naturel, et en exécutant 
sur la série des seconds indices toutes les substitutions 
possibles. Chacun de ces termes sera d’ailleurs pris avec 
le signe + ou avec le signe —, suivant que la substitu- 
tion qui l'a fourni équivaut à un nombre pair ou à un 
nombre impair de transpositions. 

Il est évident qu’au lieu de faire porter les subsuitutions 
sur les seconds indices, on peut, si on le juge à propos, 
les exécuter sur les premiers indices. 


249. On doit remarquer que si l’on a 
di,j jeans À Q 


pour toutes les valeurs de 7 inférieures à 7, le détermi- 
nant (2),se réduit à son terme principal. En effet, quelles 
que soient les quantités {1}, on a (n° 238) 


D=a,,: ee An,2 A,3ee Am,m + 2,1 ÿ nas Asus Am,m—i i,m 
se 
+ G3,1 TE A4,2 Ag,sce. Amym—2 Ai,m—1 Ai,m FF... 


dans notre hypothèse, les déterminants partiels de cette 
expression s’évanouissent tous à l'exception du premier, 
car chacun des termes dont ils sont formés renferme un 
facteur égal à zéro. On a donc 


Da, 9 ass... dam 
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par le même raisonnement, on trouvera 


> om ref EN A3 ,30: Am,m — 2,2 ÿ ns ce ON An,m 


— En, m1 An,m LE m1, m—1 An ,en » 


et on a, par conséquent, 
D Ai, no. es Am,me 

243. Soient D le déterminant de m° quantités a;; et 
D' ce qu'il devient quand on donne à chaque élément a; ; 
l’accroïissement «;,; il est facile de trouver l'expression 
de D’ ordonnée par rapport aux accroïssements *. 

Le déterminant D étant une fonction Hnéaire et homo- 
gène des quantités 
(1) its Arigee °.9 Em,13 


si l’on donne à ces quantités les accroïssements respectifs 


(2) Lits Arts eee s Um,i 


D deviendra | 
hs ut A 


en désignant par D, ce que devient D quand on y remplace 
les quantités (1) par les quantités (2). 

Si, dans cette dernière expression, on donne aux quan- 
tités 
(3) Li,93. Arago ss Am? 
les accroissements 
(4) y,2s Ur,23e ++ 9 Am,29 


et que lon désigne par D, et D, ce que deviennent D 
et D; par la substitution des quantités (4) aux quan- 
utés (3), on obtiendra pour résultat 


D + (D, + D;) +D;:; 
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en poursuivant cette série de substitutions, on parviendra 
à l'expression de D’ qui sera évidemment 


D'=D+S HS, FU M-PISS 


dans cette formule S, désigne généralement la somme 


des LE as A RU EL déterminants que l’on ob- 
KO dr 
tient, quand on remplace la lettre à par & dans p lignes 
horizontales du déterminant D. 

Nous pouvons tirer de ce résultat une conséquence qui 


nous sera utile. Si les quantités à; ; sont telles que 


Gites 2, Fat nat? Em, pe 


soient proportionnelles à 


ni Lo y? EL EL Em, y? 


pour toutes les valeurs des indices p et v, chacun des dé- 
terminants contenus dans les sommes S,, S,,..., S, 
s'évanouira ; car dans chacun d’eux, deux lignes horizon- 
tales seront formées de quantités proportionnelles. La 
formule précédente se réduira donc à 


« 


D'—=—D—+S,, 


ou a 
D'=D+ D, +D; +...+D,, 


D,, D.,..., D, étant les valeurs que prend D quand on 
remplace & par « dans chacune des lignes horizontales 
successivement. 


244. Nous compléterons ces notions sur les détermi- 
nants en démontrant un théorème qu’on doit regarder 
comme fondamental et auquel Binet et Cauchy sont par- 
venus l’un et l’autre, en généralisant des résultats obtenus 
précédemment par Lagrange et par Gauss. 
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 Taéorkme. — Étant donnés deux systèmes de mn 
quantités, savoir : 


iris rio y Ant» bis LNETE …. Dés 

Œi,29 2,29 cs) An,2» bii, dE ….) LE 
(a) (b) 

Ci ,mo Ca ,m .. An,ms \ AA on: + 9 Diins 
posons 


Cor = di bi, + ani dix Fe Fabre, 
et formons le déterminant de m° quantités, savoir : 


Ci,to Crise... Cm, 
Ci,29 Casse. s Cm,2 
Ci,yms Camge ss Cm,m 
SE m est supérieur à 1, on aura 


C0; 


St m est égal à n, et que l’on désigne par À et B les 
déterminants formés avec les quantités (a) et (b) res- 
pectivement, on aura 


OS AD: 


Enfin, si m est inférieur à n, que l’on désigne par À 
le déterminant formé en prenant m colonnes verticales 
du tableau (a), par B le déterminant formé avec les 
colonnes correspondantes du tableau (b), de manière 
que B se déduise de À par la transposition des lettres a 


FDA 


le signe x] embrassant autant de produits AB que l’on 


peut former de combinaisons avec n choses prises m 


et b, on aura 


à m. 
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En effet, si l’on représente, pour abréger, par 
ct, a 503,8 


la valeur de c;,, le terme principal du déterminant C 
sera 


Dr,163,20eeCmm (Eu bi) (Era ba) (Es: bs) 


chacun des m nombres À, 4, v,... devant recevoir les 
valeurs 1, 2,..., 723 on peut écrire aussi . 


Ci,1 C2,2e . LoEt (@i Au303,8? . b); be b,,3. . ) 


Cela posé, pour avoir le déterminant C, il faut ajouter à 
ce terme principal, avec un signe convenable, tous ceux 
qu'on en déduit quand on échange entre eux, de toutes les 
manières possibles, les seconds indices des lettres ce, en 
laissant invariables les premiers indices. D'ailleurs, par 
ces substitutions, les deux indices de chaque lettre a 
restent invariables dans l'expression de c;,, et les seconds 
indices des lettres b changent seuls. On « donc, par la 
formule précédente, 


C = Sata 4 PME b), b,20,,3: ; )» 


Où 


ni 
Qi D Va); CPL RE 


er posant 
De CAE 


Dans cctte dernière formule les m2 indices À, u, v,... 
sont invariables, et comme chacun d’eux doit avoir l’une 
des » valeurs 1, 2,..., 7, on voit que si "m est supérieur 
à », deux au moins des indices À, u, v,... seront égaux 
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entre eux; il y aura donc deux colonnes verticales iden- 
tiques dans le déterminant 46 et l’on aura 5 = o, d’où 


C6, 


Si l’on a mn — n, le déterminant 15 sera encore nul, à 
moins qu'on ne prenne pour la suite 


LOTS CRUE 
celle des m nombres 


L, ADSL rm; 


dans ce cas, soit s le nombre des transpositions qu'il faut 
effectuer dans cette dernière suite pour la faire coïncider 
avec la précédente, on aura évidemment 


vb — (— 1)B, 


et, par suite, 
De BD (= ORNE T UNE LEE 


Or il est évident que la somme contenue dans le second 
membre de cette formule est égal au déterminant À des 
quantités (a); donc 

C — AB. 





+ 


Supposons enfin m<[n; pour que 1h ne soit pas nul, 
il faut, comme précédemment, que deux quelconques des 
indices À, u, v,... soient inégaux. Quand il en est ainsi, 
vo coïncide au signe près avec le déterminant B formé en 
prenant m» colonnes verticales du tableau (b) ; alors sis 
désigne le nombre des transpositions qu’il faut faire subir 
aux premuers indices du terme principal de B pour obte- 
nir la suite À,u, v,..., on aura 

Ê — (— 1} B, 
puis 


540 COURS D ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Si l’on se borne à donner aux indices À, pu, v,... les 
valeurs qu’on leur a assignées pour former B, le second 
membre de la formule précédente se réduira à 


BD (—i)a,,a,,8,3... 3 


c'est-à-dire à 
AB. 


Ge RE, 


le signe Ÿ embrassant tous les produits AB qui répon- 


On a donc 


n(n—1)...{(n7—m+i1) 
102. 4m 
l’on peut attribuer aux indices À, a, v,... 


dent aux systèmes de valeurs que 


Remarque. Si, au lieu de définir les quantités c;,4 
comme nous l'avons fait, on pose 


Ci,k — di,1 br +9 Gpa UD Tai nr On LP 


le déterminant des n° quantités c;, est égal à zéro quand 
m est inférieur à n. Lorsqu'on a m = n, ce déterminant 
est égal au produit des déterminants formés, l’un avec les 
quantités a, l’autre avec les quantités b. Enfin, lorsque 
m est > n, le déterminant des quantités c;,, est égal à la 
somme des produits obtenus en multipliant le déterminant 
formé avec n lignes horizontales quelconques du tableau 
(a) par celui qui est composé des lignes correspondantes 
du tableau (D). 

Effectivement, on fera rentrer cet énoncé dans celui du 
théorème que nous venons d'établir, si l’on dispose les 
tableaux (a) et (b) de manière que les lignes horizon- 
tales deviennent les colonnes verticales, et qu’on change 
les lettres m et n l’une dans l’autre. 


ConoLLame. — Soient mn quantités a;x, l’indice à 
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variant de 1 à n et l'indice k de à à m. Si l’on a 
m <T ou = n et que l’on fasse 


CG,k = di,i di,k mire Ai A,k Bu UC Ur An,i An,ks 


le déterminant des quantités c sera égal à la somme des 
carrés de tous les déterminants que l’on peut former 
avec m° quantités a composant m colonnes verticales du 
tableau formé avec les quantités a, c'est-à-dire que l’on 
aura 


2 
m 
ù Dci: Ca,2: + + Cm,m — NS Ha, rl, : Gr! ,s) ? 


le signe S se rapportant à toutes les combinaisons r', 
DR aLdes normbresil, 2.1, !DITS,IM & M. 


Pour démontrer ce corollaire, il suflit de remarquer que 
les déterminants représentés par À et B dans le théorème 
précédent deviennent ici égaux entre eux. 


245. Le théorème que nous venons d'établir conduit à 
de nombreuses conséquences dont on verra le développe- 
ment dans ce qui va suivre. Maïs nous ne pouvons nous 
dispenser ici de remarquer qu'on en déduit immédiate- 
ment ce théorème d’Euler. 

Taéorime. — Le produit de deux sommes de quatre 
carrés est lui-méme la somme de quatre carrés. 


On a, en effet, d’après le théorème du n° 244, 


OU UE Di,: 01) 
— (ais bi: Et az Ü 2, 1) (ai, 2 b;, 2 + A, 2) 
— (ai Di,» + Ari aa) (ai, Dis + Go Di). 


Cette égalité ayant lieu identiquement, soient 
ajhbs 034 


P5 {51 T50S, 
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huit quantités quelconques, et posons 


dire, a2:-1016 VoSRE CAE ENT Perte 


dx + ON: bia = pe GER 
da =+C+ AVR Do + os M uni 


di — — C++ dÜ—1, bo = — T+Ss V—1, 


notre identité deviendra 


| 


(a+b+ce+d)(p+ q + r+s) 
— (ap — bg + cr — ds} + (ag + bp — cs — dr) 
+ (ar — ds — cp + dg} + (as + br + cq + dp}, 


ce qui démontre le théorème énoncé. 

Il convient de remarquer que l'égalité précédente peut 
être écrite de plusieurs manières différentes, car on a le 
droit de changer le signe de l’une quelconque des huit 
quantités a, b,c,d,p,q,r,s. 


Des fonctions entières et homogènes du deuxième 


degré. 


246. Nous avons fait connaître au n° 192 une pro- 
priété importante des fonctions homogènes du deuxième 
degré; cette propriété et les notions que nous venons de 
présenter forment la base sur laquelle repose l’analyse 
que nous nous proposons de développer ici. On recon- 
naîtra toute l'importance de cette analyse, en étudiant les 
conséquences que l’on en tire pour la théorie des équa- 
uons, 

Soit f une fonction entière et homogène du deuxième 
degré des m variables ; 


Li, Loges. Tme 


Nous représenterons indifféremment par 2a;,; ou 24a;; le 
coeficient du produit des deux variables distinctes x;, x;: 


SECTION II, — CHAPITRE IV: D43 


quant-au coeflicient du carré de l’une des variables x, 
nous le désignerons par a;;. D’après cette notation, l’ex- 
pression de f sera 


(1) Fi — à Da 


j=1 


ï 


avec la condition 


dj = Qi, j 


Ainsi, dans le cas de deux variables, on aura 


LL 77 
I 
W 


2 


Î 


l 


F= 


M 


4” 2 . 
di, j Li T; — Œi,1 CA + 24;,2X; Ty ÉtS 2,2 TL, 


I] =1 


ï 


Désignons par 
A1 Ce CA Ce) X»; 


m nouvelles variables, et posons 


| T'; ee Œi,1 EN —+- Œo,1 que +. “. —+— Am 1 PR 
| Lo ns Œi,2 A —+- G2,2 Xo + .. + pe, ei 


(2) 


les quantités «&;,; étant des constantes arbitraires. Si l’on 
substitue ces valeurs dans l’expression (1) de f, celle-ci 
se changera en une fonction F des nouvelles variables, 
qu'on peut représenter par Ja formule 


= mt jJ=m 


(5) ré > D'a;xIX;s 


L'EST + | 


les coefhicients A; ; sont des fonctions entières des coefi- 
cients a;,; de f'et des coeflicients «;,;; on a, en outre, 


À; a+ À;,j: 


= 
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Le déterminant 


Lits rise es Am, 
Œi,2» Æ2,25+ e 3 Œm,2 


4 AU UE AN OR PS e 


Ci,ms À2,mae + +3 m,m 


sera dit le déterminant de la substitution linéaire (2). 
Si ce déterminant n’est pas nul, on pourra résoudre les 
équations (2) par rapport aux variables X qui seront ainsi 
des fonctions linéaires des variables x. Alors chacune des 
formules (1) et (3) pourra se déduire de l’autre par le 
moyen d’une substitution linéaire. 


247. Nous avons démontré au n° 192 que la fonction f 
peut être exprimée par une somme de carrés de fonctions 
linéaires, et que, dans le cas général, le nombre de ces 
carrés est égal au nombre m des variables. Cette décom- 
position de la fonction f en carrés peut se faire de plu- 
sieurs manières différentes ; cela résulte évidemment du 
procédé dont nous avons fait usage pour l’effectuer, et 
on le reconnaît immédiatement aussi, quand on emploie, 
pour le même objet, la méthode des coefficients indéter- 
minés. Effectivement, si l’on pose 


Im JM p=m 
JR Darren ie est Ame En) 
ES ES D 


que l’on effectue les opérations indiquées dans le second 

membre, et qu'on égale entre eux de part et d’autre les 

coefficients des termes semblables, on formera seulement 

m(m+i) 
2 

des indéterminées À, est égal à m°. 





équations de condition, tandis que le nombre 


Considérons l’un quelconque des systèmes de valeurs 
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des indéterminées A, , telles, que l'équation (1) ait lieu 
7 
identiquement, Posons 


HR A A ut MN À Ts 
4 HE, A2 —- A 2,2 T +... . + A n,2 ln » 


(2) 


on aura 
F=XI+HX +...+X,. 


Si le déterminant 


AS ÉALITIT Aa 
Ai, A2. Ce, À n,2 


n’est pas nul, on pourra tirer des équations (2) des va- 
leurs déterminées des variables x, savoir : 


| Li = Gin Na He Gr Xi ee mi ms 
Lo — Ài,2 X, + An,2 Xe He + Un ,2 xs, 
« 


ou | 
| 


Tm — Li,m Xi 7 Œx,m Nes na 0 Po Amine Am 


et, en conséquence, la réduction de la fonction f à une 
somme de carrés pourra être réalisée par le moyen de la 
substitution linéaire (3); il importe d'examiner ce cas 
avec attention. 


ed . 
La dérivée _ de la fonction 
ZT 


D HT] Hunt 


dé — ÿ ÿ di, j Li dy 
j=t 


d— 1 


par rapport à x, est égale à la somme des dérivées de ses 
termes ; or la dérivée de a, ; x; x; par rapport à x, est nulle 
u LE Poe AE | 
à moins que l’on n'ait # — k ou j — k; dans le premier 
I. 35 
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cas, la dérivée est 4:,,x;, elle est a; x; dans le second 
cas; enfin, si i=7j—=%#, cette dériyecsesp 24 non 
ati + dir La, d'où il suit que l’on a 


i—= ni 
HA: à 
(4) Sn De 
1] 


Si l’on multiplie par 2x, cette équation (4), qu’on donne 
ensuite à k les valeurs 1, 2,...,m, et qu’on ajoute tous 
les résultats, on obtiendra la formule 

df df df 


(5) me AS ï: CE med dx» 2, 





qui exprime, dans un cas particulier, une propriété des 
fonctions homogènes. 
Comme on a aussi, par hypothèse, 


B—=m 


Dee (A, w À, T2 a AnuTm), 
B—= I 


il viendra, en prenant les dérivées des deux membres par 
rapport à x; et divisant par 2, 


B—= mi 


1 df 
(6) = DA (Apr tee et Anne 


2. dx} 
REA 


La comparaison des formules (4) et (6) donne 


\ = m 


Ai,k pe A4, pe Ai, p.3 


P. — Ï 


c'est-à-dire 


Œi,k =, Aÿ, Ak! —+- À ;,2 A4,» —+ Te + A Ans 
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pour toutes les valeurs des indices 1 et k. Si donc on pose 


Hijris ose s Amis 


Ai,2s Ayns es Amis 


(7) Me 


Aiyms ms. s Am,m) 
on aura (n° 244, Remarque) 
(8) En à ER 


Il résulte de là que le déterminant de la substitution (2) 
ne peut être nul que dans le cas où l’on a A — 0. 

Ce déterminant À, formé avec les coeflicients des fonc- 
tions linéaires | 


df df I df 
qe 47e =; 


I I 
mes ; 
aucLr, Ar, D 





joue un rôle considérable dans la théorie qui nous occupe. 
M. Sylvester lui a donné le nom d’invariant qui est 
adopté aujourd’hui par les géomètres. 

D'après cela, nous pouvons énoncer la proposition sui- 
vante : 


Si l’invariant d’une fonction homogène du deuxième 
degré n'est pas nul, toute réduction de la fonction à 
une somme de carrés pourra être obtenue par le moyen 
d'une substitution linéaire. 


948. La dénoinination d’invariant, donnée au déter- 
minant À, se trouve justifiée par la proposition suivante : 


Tnéonkme. — Lorsque, dans une fonction entière et 
homogène du deuxième degré, on substitue aux m va- 
riables des fonctions linéaires de m nouvelles variables, 
l'invariant de la transformée est égal à l’invariant de 
la proposée, multiplié par le carré du déterminant de la 


39, 
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substitution. En sorte que si ce dernier déterminant est 
égal à 1, l’invariant n'est pas altéré par la substitution. 


En effet, la fonction proposée f pouvant, dans tous les 
cas, être réduite à une somme de carrés, posons 


k— m 


" ' 
(1) JE, (CR Xi + Co,k La ER ER Fa 3 
KI 


et considérons la substitution définie par la formule 


La) D Cu X, + Goes X2 +... + y, m Ÿm 


LT 


où doit recevoir toutes les valeurs 1, 2,..., m. Si l’on 
exécute cette substitution, f se changera en une fonc- 
tion F, telle que 


Am 
(3) FF D (Ci,k Xi + C4 X2 +, ,.. —- Ca HD mi 
k=1I 


et on aura évidemment 


C;,x = Li,i Ci,k sir. C2,k er VAT Om ,i Cm,k 


pour toutes les valeurs de z et de #, ce qui montre que le 
déterminant des quantités C;, est égal au déterminant 
des c;, multiplié par celui des &;,. Mais si l’on nomme A 
l’invariant de f, A’ celui de F, et D le déterminant de la 
substitution (2), les déterminants des quantités Cr Ci,x se- 
ront respectivement égaux (n° 247) à VA, VA; donc on a 
ÿA' —= VA. D'où 
LVEANDT 


ce qui démontre la proposition énoncée. 
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De la fonction adjointe. 


249. C’est ici l’occasion de présenter la notion de la 
Jonction adjointe que Gauss a le premier introduite dans 
l'analyse. 
Reprenons la fonction homogène du deuxième degré 


im i=m 


(1) F9: Dai) 


hi Mn 


où l’on suppose 


(2) Qji = Gi, je 
Posons 
I df I df cn L df 
 —— — Ke id — — —= X, 
(3) 2.4r. X re à ? 2 dt Xa 
ou 


| Tilt pastis. An, 1 Tr = X:; 
( Œi,2 Li + Gr, La +... «+ Am,2T€m —= X>, 


(4) 


V dimli EF diml2a Fee + AnmTm —= 4 


et rappelons que l’on a 


1m 
(5) DE XL EX r nt PAP ATTE 


PA 


Nous nous proposons de résoudre les équations (3) 
ou (4) par rapport aux variables x et de trouver la fonc- 
ion F dans laquelle se change f, lorsqu’on y remplace les 
variables x par leurs valeurs en fonction des nouvelles 
variables X. 

Si l’on résout les équations (4) par rapport aux va- 
riables x, le dénominateur commun des expressions que 
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l’on obtiendra sera précisément l’invariant À de Ja fonc- 
tion f. Mais je supposerai que l’on calcule À sans faire 
les réductions auxquelles donnent lieu les équations de 
condition exprimées par la formule (2), et que l’on opère 
comme si les cocflicients a;,; étaient des indéterminées 
n'ayant entre elles aucune dépendance. On aura alors, 





pour l’inconnue x;, la valeur suivante : : 
d'A x + PL x. é d'A x 
a EEE SAR CT P”. ne <s mn 
: A aie da, i hs a A mi sa 
ou 
J=n 
[ d'A 
6) = = > ie 
+ À da;, i dé 
j=t 


en représentant par 
AN 
da;,à ) 
la dérivée partielle de À prise, par rapport à a;;, dans 
l'hypothèse où les quantités a sont indépendantes. 
La fonction cherchée F est égale à la valeur que prend 
le second membre de la formule (5 ) quand on substitue 


aux variables x les valeurs tirées de la formule (6) ; on a 
donc 


i= nt Jim - 


( D 2.) Sa 


les Ten 





Il est permis, à cause des relations (2), de transposer les 
deux indices de chaque lettre a dans les équations (4), et, 
en faisant cette transposition, on aura, au lieu de Ja for- 


mule (6), 





I a d'A 
«Dr =. ab) s FR 
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La comparaison de cette valeur de x; avec celle déjà 
trouvée montre que l’on a 


{HA d'A 
8 A) es 
(8) Ga) = Ge) 


en vertu des relations (6) ; alors la formule (7) donne 





== 
1 dF I d'A 
es pis nn rs Rates “à X : 
2 aX0 A > (ae) Le 
j=1 
et, en conséquence, les formules (6) se réduisent à 
1 dF 
(9) UT ax; 


pote . dA p»\te ,» e 
Désignons maintenant par -— la dérivée de À prise 
Qi,j 


par rapport àa;; en ayant égard aux relations (2). On 


457 


aura, à cause de la formule (8), si z et j sont inégaux, 
d'A d'A € d'A d'A 
res les EE NS 
da;,j dai,; da; i dü;,i ; 


CL, sl ] rés * 
d'A c 
— | -, ; 
da; i (ae) 


la formule (7) peut alors être écrite de la manière sui- 














vante: 
i=m..]—=i 


I D 
{10) Fes D: D HT 0 


EST 





OU 
AU, d'A [A : 
de + 
LE CASE (UPS dumm 
Palal 
d'A * 1 À ht, de d'A ; 
+ — X,X,+ — X,X;,+.. + ——— X,., Av 
Trees LCR Ami 
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Le produit AF de la foncuüon F par l’invariant À est 
ce que Gauss a nommé la fonction adjointe de la fonc- 
tion f. 

Soit À’ l'invariant de F ; comme la fonction f se déduit 
de F, en exécutant dans celle-ci la substitution (3), dont 
le déterminant est À, on a (n° 248) A = AA, et, par 
conséquent, 

A2 A 
il résulte de là que l’invariant de la fonction adjointe AF 
est égal à A"Tt, 


250. Pour trouver la fonction F, on peut suivre une 
autre marche que nous devons indiquer, parce qu'elle 
nous conduira à une conséquence importante. Il est évi- 
dent qu'on atteindra le but proposé, en éliminant les re 
variables x entre les m équations (4), savoir : 


RAA 


_: fe Tr 
di j Li — X;; 


D | 
RS 
| 
| 
JS 
= 
Mi 


et l'équation 


D M 
(12) FX: Xe nr DUT 
ii 
Pour faire cette élimination, multiplions les équa- 


tions (4) par l’équation (12), nous obtiendrons m équa- 
üons qui se déduiront de la suivante : 


im 
(13) D (Fa; XiXj)ri— 0, 
D 


en donnant à j les valeurs 1, 2,..., m. Les m équa- 
tions (13) sont homogènes par rapport aux variables x; 
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donc, pour éliminer ces variables, il suffit d’égaler à zéro 
le déterminant des n° quantités 


(14) Bar XX 


Ce déterminant peut se conclure très-facilement de celui 
des quantités Fa;;, lequel est égal à F” À. En effet, l’in- 
dice 7 étant le mème pour tous les termes d’une même 
ligne horizontale, il est évident que deux lignes quel- 
conques du déterminant X; X; sont formées de quantités 
proportionnelles ; dès lors, d’après ce qui a été établi au 
n° 243, le déterminant des quantités (14) s’obtiendra en 
retranchant du déterminant des quantités Fa; ; chacun 
de ceux qu’on en déduit quand on y remplace successi- 
vement chaque ligne horizontale par la ligne horizontale 
correspondante du déterminant des quantités X;X,. Or, 
en conservant les notations dont nous avons déjà fait 
usage, On à 
d'A d'A 
| Sala Ven) (2) APE: ratite (a) Am,j ; 


dai,; dam, 


et si l’on remplace 


Fai,;, LU, 5e Fax, 


par 
X:X,;, X2:X);;. . Xn X}; 


on obtiendra pour résultat 


F £ JA 
«m1 € LEE + +. (; ; 
{5) F Are ROUE ALES (2) x; | 


donc, pour avoir le déterminant des quantités (14), il 
suffit de faire la somme des valeurs que prend l’expres- 
sion (15) quand on donne à Jj les valeurs 1, 2,..., m1, et 
de retrancher ensuite cette somme de FA. Si enfin on 
égale à zéro la différence obtenue et qu’on supprime le 
facteur F”=', on aura une équation qui donnera précisé- 
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ment pour F la valeur (7) trouvée plus haut et de laquelle 
nous avons conclu l'expression définitive (ro). 


251. Voici maintenant la conséquence que l’on tire 
de la méthode précédente. Si l’on pose 


o—Ff— (Xix + Xox +. + Xntm), 


les équations (13) seront évidemment 


à 
-& 


I do 


9 nec — 
* D. ca 


FPE ES 
TT ? 


I 
D Er 


| 





D 


D | = 
Ë 


d’où il résulte que le déterminant des quantités (14) n’est 
autre chose que l’invariant ® de ®© considérée comme 
foncuon des variables x,, x:...., x. Cela étant, consi- 
dérons la substitution quelconque 


(0) (o) (0) 
pre + ils +... + Emi Tm » 

< (0) (0) (0) 

(16) { Ti Q,2X, À G,22 +... + Am,2m s 
Mesh TR EE ee PER NE PE Re 4 

"LES (0) (0) (0) 

Tn — Xi ,m T ; A Œ2,m T, HI ht Xm,m Lin » 


dont nous désignerons le déterminant par 9. Par cette 
substitution, f se changera en une fonction f(° que nous 
représenterons par 

EL CES DA 01 


£ {o) _(o) fo) 
(17) Foy > AO C+ 


Rs : 1e 1 


et si l’on pose, en outre, 


a = di Xi + ue Xa +... + dim Xms 


L 


(18) me IX ui +... + Lin m'as 





(0) 7 
A — Cim,i X: pu m2 X2 Tire 129 db, y 
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Ja fonction o se changera en une fonction (9 ayant pour 
valeur 


g(0) LE EF fi0) — (xs X + Xl (4) Fin lus LMP NO 


[271 m 
et dont l’invariant sera égal à D9?. L’équation 
Le 0} 


qui peut servir pour calculer F, s’obtiendra donc en éga- 
lant à zéro l’invariant de © ou de o(° à volonté. 

En employant successivement ces deux invariants, on 
conclura deux valeurs de F qui devront être identiques, 
et il en résulte ce théorème : 


La fonction F reste invariable, quand on y remplace 


les coefficients a; ; par an pourvu qu'au lieu des varia- 


bles X, on melte en méme temps 


AA td Nr +... + a KE 
3 pe : 


LM 


Supposons que la substitution (16) soit choisie de ma- 
nière à réduire f à une somme de carrés; l'équation (19) 
prendra la forme 


(0)2 (o)2 (V2 
(opel Fer ane, ernr: 


ilest évident que linvariant de f (0 est égal au produit 
€1€...€,, eton a (n° 247) 


(20) sn NE ES AT 


ce qui montre que, si l’invariant À est différent de zéro 
ainsi que le déterminant de la substitution (16), aucune 
des quantités € ne pourra être nulle. On tire de l’équa- 
tion (19) 


Ed it” Haut) PONT AS CUP) 


— ee l TL be l'E | Pa" ee —— Em T 3 
n 0 i me un 
2 dx ) 


« (o 
2 dx ®) 
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et en substituant, dans la même équation (19), les valeurs 


{ [2 ’ . . 
de x”, x°°:..., tirées de ces formules, il vient 


210) À lo)? I (o)2 I (o)2 
ACER ES RM MA TC. ° 
{ 2 m 
Cela étant, pour avoir la fonction F, il suffit, d’après 
ce qui précède, de substituer à xt - X{° ,--., dans la for- 


mule précédente, les valeurs tirées des équations (18). 
On aura donc, en se servant de la formule (20) et en con- 
servant les variables X(° qui sont des fonctions linéaires 


des variables X, 
x0 4 x) À 
(21) NEDT EC | 5 | here oies “|. 


Supposons maintenant que l'invariant À soit nul: 
PP q 








d’après la formule (20), l’une au moins des quantités € 
sera nulle, et par conséquent tous les termes du second 
membre de la formule (21) disparaîtront à l’exception 
d’un seul. On peut conclure de là cette proposition : 


Taéorème. — S: l’invariant À d’une fonction ho- 
mogène du deuxième degré est nul, la fonction ad- 
jointe AF est un carré parfait. 


952. ExempLes. — Considérons en premier lieu la 
fonction homogène 


SAT +SBzye.Cr 


des deux variables xet y. On aura 


1 df 

Ar x 

PU T ASP APS : 
4 

Le RM Ÿ, 

ay 


et 
FES, 
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l'invariant À a ici pour valeur 


A — AC — B}?, 
etona 
CX — BY AY — BX 
à L d > à 
A A 
en substituant ces valeurs dans l’expression de f, on ob- 
tient la fonction adjointe AF, savoir : 


AF — CX'— 2BXY + AY!. 


On vérifie immédiatement, dans ce cas simple, la propo- 
sition démontrée à la fin du numéro précédent, car si 
À = 0, la fonction proposée f et la fonction adjointe AF 
sont évidemment des carrés parfaits. 

Considérons en deuxième lieu la fonction homogène 


f=Azx'+ A'y?+ Az + 2Byz + 2B'xz + 2B’xy 


des trois variables x, y, z. On a ici 


1 d " 4 
CET +Bn+EBz =X, 
d 
CAR CARRIER ee À) 4 
2.4 
l 
LT Be + By + Az 2, 
2 dz 


et 


L’invariant À a pour valeur 


Avi Rfa BK 
AE | BY) EATSRP: 
De B, A7" 


ou 
A — AAA" + 2BB'B” — AB: — A'B'?— A”B’?, 
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eton a 
z =} [(A/A"—B:)X-+(BB'— A’B’)Y + (BB"— A/B/)Z], 
ee . [(BB! — AB”)X (AA — B'?)Y + (B!B’ — AB)Z}, 


2= = [(BB —ALB’)X (BB AB) Y -LAAIENPRLZE 
La substitution de ces valeurs dans l’expression de f 
donne la fonction adjointe AF, savoir : 
AF— (A'A”" — B?)X?-+ (AA — B'?)Y: +{(AA'— B’2)7? 
+ 2(B'B"— AB)YZ + 2(BB’— A’B')XZ 
+o(BB'— A"B'\XY. 
Posons 
A'A"—B'—2%, AA”—B'—32, AA’— B'?—2", 


on aura 





CB" BA ROLE er ÉENUN 
(BB” — A’B'}' — ax” —.A’'A, 
(BB’ sv AB —— ax et ARE 
et, quand l’invariant À est nul, ces formules se réduisent à 
B'B'— AB. — Va’ Va”, 
BB" 2 A'B4 = Va Va”, 
BB’ F4 AT B% — Va Va; 
donc, la fonction adjointe AFF se réduit, dans la même 
hypothèse, au carré de la fonction linéaire 


XWx + Var ZuUa - 


Remarque sur la réduction à une somme de carrés. 


253. Nous terminerons ces considérations générales 
par une remarqueimportante relative à la réduction d’une 
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fonction entière et homogène du deuxième degré à une 
somme de carrés. 
Soit 
diner 2 ER 


une fonction entière et homogène du deaxième degré des 
m variables 


Tis lasse Tmo 


dans laquelle les coefficients ont des valeurs indétermi- 
nées. En appliquant ici le procédé indiqué au n° 192, on 
pourra exprimer la fonction f par une somme de carrés, 
de la manière suivante : 





{ ' 
Ÿ à — on (Ti —+ G,1 L —-. 3,1 Ta + rs 18: —}- Lin, x)? 
a 4e El LT +” L3,2 d'3 Si Di PES 2 An,” se 


He (ds + as da ee + Gm,3 Tim)? 


BR NE dues et ame le co 
+ En (dm + Em,m—1 Tn)? 
Sen \ 4 m— 1 mi ,m—\ Zn 
2 
+ En XL 


LL: 


en sorte que la fonction 


= OX ENNEMIS €4 X° 


1 


se changera en f, par la substitution 


A 
M mit Dole mc mdé PE oi “TS 


ba E +, La —— Ts, La —- ee » —- Ein, Lm 


on = Lm) 


dont le déterminant est égal à 1. Les fonctions F et font 
dès lors le même invariant ; or l’invariant de F est évi- 
demment €,:,...6,: si donc on désigne par À, celui 


de f, on aura 
Et PET 5 À 


Si l’on pose 


Tm— O;, Ty = O,...s Tmi4i — 0; 
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f se réduira à une fonction des m — à variables 
M Jos ES 


. l'invariant de cette fonc- 


1 —t 


et nous désignerons par À 
tion. Il est évident, par ce qui précède, que l'on aura 
Am—i —— Er. « - Em—i5 


nous admettrons que cette formule subsiste pour 
i—=m—I1, ce qui revient à poser 





D ché 
On aura, d’après cela, 
À, 4}, 
As 6 iEs s 
A3 — E,€2€30 
Re Or 4e 
D mn == E1E2e «Emo 
d'où l’on tire 
+ 1h A, fn - A; M: ?. ? 
CHE rm ts s Ve AR RAT audit + ii; 


il résulte de là que la fonction f peut être représentée 
par la formule 


A A A 
FAX + EX HE XS +. + 
{ 2 


2 
A in ? 
Mm—A 





X,, X:,..., X,, étant des fonctions linéaires des varia- 
bles x,,x:,..., x. M. Hermite a tiré de cette formule, 
comme on le verra plus loin, des conséquences de la plus 
haute importance. 

Nous avons supposé que les coefficients de la fonction f 
étaient des constantes indéterminées, mais il est évident 
que tous les résultats qui précèdent subsisteront quand 
on donnera à ces coeflicients des valeurs particulières 
quelconques, pourvu cependant qu'aucun des invariants 


Ars Aÿiliges. 
ne se réduise à zéro. 
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Théorème relatif aux fonctions entières et homogènes 
du deuxième degré à coeficients réels. 


254. Dans l'étude que nous venons de faire, nous n’a- 
vons fait aucune hypothèse sur la nature des coefficients 
des fonctions que nous avons considérées. Nous suppose- 
rons ici que ces coefficients soient des quantités réelles ; 
alors, en appliquant le procédé du n° 192 à une fonction 
entière et homogène du deuxième degré, f, pour la ré- 
duire à une somme de carrés de fonctions linéaires, il 
pourra arriver que quelques-unes de celles-ci contiennent 


le facteur ÿ— 1. En d’autres termes, la fonction f sera 
exprimée par une somme de carrés de fonctions linéaires 
réelles, multipliés par certains coefficients positifs ou 
négatifs. 

On peut dire, avec M. Hermite, que deux fonctions 
entières et homogènes du deuxième degré sont de méme 
espèce, lorsque, ces fonctions étant exprimées par des 
sommes de carrés, le nombre de ces carrés dont le coeffi- 
cient a un signe donné est le même dans l’une et dans 
l’autre fonction. 

Cela posé, nous présenterons ici une proposition 
fort importante, avec la démonstration qu'en a donnée 


M. Hermiie. 


Taéorëme. — De quelque manière qu'on transforme 
un polynôme homogène du deuxième degré à coefficients 
réels et dont l’invariant n'est pas nul, en une somme 
de carrés de fonctions linéaires réelles, ces carrés étant 
affectés de coefficients numériques également réels, Le 
nombre de ces coefficients qui auront un signe donné 
sera toujours le méme. 

Soit 

fi ctas se st dé) 
 P 36 
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une fonction entière et homogène du deuxième degré des 


m variables 


UNE AVS 


et dont l’invariant À ne soit pas nul. Dans cette hypo- 
thèse, toute réduction de f à une somme de carrés pourra, 
comme on sait, être réalisée par le moyen d’une substitu- 
tion linéaire et réelle dont le déterminant n’est pas nul. 
Supposons donc que par la substitution réelle 


( 1) i D à cr 12. fJ U 


on obtienne 


LP — ni 


(2) = 7 PE 
np, = 1 
r *. ,’ e 4 a V 
€, étant un coefficient réel positif ou négatif, et qu'une 


autre substitution réelle, 


x 


AY * ji 

(3) sen np Ag X); 
di 

donne 
L=Mm 

(4) | HR. 
FT es 


E, étant encore un coeflicient réel. Il s’agit de prouver 


que dans les deux suites 


Ejs E:s...s Ems 


EL" ER be: 


il y a un même nombre de termes ayant un signe donné. 
Supposons négatives les quantités &,, £,,...,€; et po- 
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sitives les suivantes €;,,,..., €,3; supposons aussi que 
PANV0Es VE? soientt négatives et que EVE, 
soient positives; dans Île cas où toutes les quantités € 
ou E sont positives, on aura {= v ou À — 0. Nous allons 
démontrer qu'il est impossible que les nombres 7 et k 
soient inégaux; par exemple, qu'on ne peut pas avoir 
kK>>1. Admettons effectivement cette hypothèse de 47 


et examinons les conséquences qui vont en résulter. 
On a l'identité 


EH — m PH —= nt 
LA 
A2, 7 ‘a ) 
(5) ÿ': nn = ÿ E, , 
BE L = I £ 


les variables x étant liées aux variables X par m équa- 
tions qui se déduisent de la suivante : 


)— mn )—m 
FRS. Tr 
(6) . >: CENTS PV > À ;,u No 
PEN À 


en donnant à p les valeurs 1, 2,..., m. Le déterminant 
de la substitution (1) n'étant pas nul, il est évident que 
les équations (6) pourront être résolues par rapport aux 
variables x, et la même chose aura lieu encore si l’on 
écrit partout 








au lieu dex et X., He et HE, désignant les valeurs 
l- /2- P- 2. 


absolues de e, et de E ,. Alors l’équation (») devient 


| LE [2 Fe x; rte tr] RE [re r 3 Lit Hit x] 


et cette équation (7) doit se réduire à une identité, par le 
36. 


564 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


moyen d'une substitution linéaire telle que 


(8) A MERE CR 


dE 1 
Cela posé, soit o un angle indéterminé; la formule (7) 
ne changera pas si l’on remplace X, et X, respective- 
ment par 


X,coso + X,sinv, X;sin ® — X: cos, 
lorsque le nombre k sera supérieur à 1. Mais alors l'in- 
déterminée 4 s’introduit dans les équations (8), et on peut 


en disposer pour faire disparaître X, de l’expression x;. 
On a effectivement 


dia, COSo + &,sin®) X,+ (ai, Sing — &3,1 COS ») X2 +. .., 
et, pour remplir l'objet demandé, il suflira de détermi- 
ner @ par la relation 


%,1 COS ® + Ga,1 sin pi 0. 


Ainsi, par un changement de notation qui ne change mi 
l’équation (7) ni la forme de la substitution (8), on peut 
faire disparaitre X, de l'expression x, ; en d’autres termes, 


on peut supposer 
CRE RD 


Pareïllement, lorsque k est => 2, l'équation (7) ne change 
pas, si l’on remplace X, et X, respectivement par 


X:cos0 +- X;siny, X2sinv — X;, COS», 


et on peut disposer de la nouvelle indéterminée + pour 
faire disparaître X, de l'expression de x. Il suflira, en 
effet, de déterminer cet angle © par la formule 


Ga,1 COS © + &3,1 SIN 9 — O, 
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et il est évident qu’on peut continuer la même série 
d'opérations sans changer l’équation (7), ni la forme 
réelle de la substitution (8), jusqu’à ce qu'on ait fait 
successivement disparaître les variables 

Krs Kay, X4-: 


de l’expression de x;. 

Cela étant établi, on voit que, par une série d’opéra- 
tions toutes semblables, on pourra faire disparaître les 
variables 


Un D SATA D'e"aR ÿ 
de l’expression de x,. Comme nous nous arrêtons ici à 
X,-, et que la dernière opération consiste à remplacer 
X;_+ et Xy_, respectivement par 


Xz_ coso + Xy_isiny, Xy25in ? — Xy_, cos», 


on ne verra reparaitre dans x, aucune des variables que 
l’on a d’abord fait disparaître de son expression. 

On peut opérer de la mème manière à l’égard des va- 
riables x3, X,,..., X1_13 l'expression de x; ne contien- 
dra plus les variables X;, X,,..., X;_3, la dernière va- 
riable x;_, ne renfermera plus X,. Ainsi l’on aura 


CEE 4O 3 jp Os'ile nt Ai O, 

Li,2 — O3 Aa — O3  Uk-2,2 — O, 
(9) MOST AN AL VO RENNS F. MOELSL ER ; 

Mk O0,  Gi,k-3 — O0, 

Xi,k—1 — O0 


Le nombre k étant supérieur à #, si l’on substitue les va- 
leurs (8) des variables x dans l’équation (7), et qu’on 
égale de part et d’aatre les coefhicients de X°, on aura 


a° + a° Re le EP 


1, +1 1,1+2 1,0 


et cette équation ne peut être évidemment satisfaite par 
des valeurs réelles des quantités æ. On ne peut donc ad- 
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mettre l’inégalité des nombres z et #, ce qui démontre la 
proposition énoncée. 


Théorème de M. Sylvester relatif aux fonctions aux- 
quelles conduit l’application du théorème de Sturm. 


255. Le théorème dont il s'agit ici a pour objet de 
faire connaître l'expression algébrique des fonctions qui 
interviennent dans l'application du théorème de Sturm 
à une équation donnée. M. Sylvester l’a publié sans dé- 
monstration dans le Philosophical Magazine (décembre 
1830); et Sturm l’a établi ensuite dans un article qui fait 
partie du tome VIT du Journal de Mathématiques pures 
et appliquées. Nous présenterons la démonstration de 
Sturm en y apportant quelques simplifications dont lil- 
lustre géomètre a d’ailleurs indiqué la principale en ter- 
minant son Mémoire. 

Le théorème de M. Sylvester peut être énoncé comme 
il suit : 


Taéorème. — Sort V — o une équation quelconque du 
degré m à.uneinconnue x, dans laquelle, pour plus de 
simplicité, le coefficient de x" sera pris égal à l’unité, et 
dont les racines supposées inégales seront désignées par 
a, b,c,...,k, 1. Soit V, lu dérivée de V. Concevons qu'on 
cherche, par le procédé ordinaire, le plus grand commun 
diviseur de V et V, en ayant soin de n'introduire et de 
ne supprimer aucun facteur indépendant de x, et en 
changeant toujours les signes des restes avant de les 
prendre pour diviseurs. Désignons par V,, Vs,..., V, 
ces restes pris avec des signes contraires dont les degrés, 
par rapport à x, sont respectivement M—— 2, M—14;.., 
1, 0, dans le cas général. Les polynômes 


VV SMS Vi 
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s'exprimeront en fonction de x et des racines a, b, c,..., 
k, l de l’équation V = o, de la manière suivante : 


V—={(xz—a){x— b)(x—c)...{(x—1), 


D MN AMD 
Lt 
Vie a— bP(x— cj{r — d)...{x— 1) 
> 4% J{ ) \ 
L \9 / D . 
(1) Mn Die—bf(a—e}(b— (xd)... (x —1), 


VE de b}? ARE (a—d(b— ce} (b—d){(c—d}{(x—e)..(r—7, 


les quantités }:, }3,..., À, étant déterminées par les 
formules 








Pi m;, 


PAG —DP, 
(3) Pa — 9" fas8}t (a ce} {6 250) 


pa Ÿ (a — b}(a — cfa — d}(b —cÿ(b— dj; (c—d), 
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et chaque somme vs représentant une fonction symé- 


trique des racines dont tous les termes se déduisent, par 
les substitutions, de celui qui est écrit sous le signe. 
: 


La première des formules (1) exprime la composition 
de l’équation proposée, et la deuxième a lieu par un | théo- 
rème connu. Il reste à établir les suivantes. 

Soient 


Q:, Q:; A Qi 
les quotients que fournit la recherche du plus grand com- 
mun diviseur; ces quotients seront du premier degré 
en x, dans le cas général, et l’on aura 
Ÿ es V, Q: is Va, 
V, = V; Q; Ko V; , 
(4) Vi V3 Q: — V;, 


Vi) — Va Qui ra Vr . 


Au moyen de ces formules, on peut exprimer successive- 


ment 
V:, Va: CCE | Ye 


en fonction des polynômes V, V, et des _quotients Q; 
on trouve ainsi 


| V:= Vi Qi — Y, 
V, = V,(Q,Q: — 1) — VO:, 
À Va Vi (Qi Q Q — Qi — Q)— VID @— 1)» 


et il est évident que l’on aura généralement 


S, et Re étant des polynômes des degrés p — 1 et p — 2 


respectivement. 


tla\ f'(b).. fie) 
PO Te rates ue fe 
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Si l’on écrit f (x) au lieu de V, f'(x) au lieu de V,, la 


relation (6) prendra la forme 


VE dr, 
(7) Se) — a); 


m2 L 
il résulte de là que si l’on donne successivement à x 


les m valeurs 
outre CPR 


la fraction rationnelle 


(8) . 


prendra les m valeurs correspondantes 
Fa), F0), Pc), PT) 5 

d’ailleurs les degrés des polynômes de: S, sont respecti- 
vement m —1, 1 — 1 et la somme de ces degrés est m —1. 
On pourra donc déterminer la fonction (8) par la mé- 
thode qui a été exposée au n° 232. 

Supposons que 2 occupe le u°"* rang dans la suite des 
m racines 
(a) mn DS er 0e PROMO GP LAN S 
d’après la formule générale du n° 232, les polynômes à 
et S, seront égaux respectivement, à un facteur constant 
près, savoir : le premier, V,; à la fonction symétrique 
des racines (9), dont l’un des termes a pour valeur 


! ’ / (æ—i)...(x — 4)(x — 0) 
7; APP ne UE) RMC EE TE MORTE à fe 





et le second, S,, à la fonction symétrique des mêmes 


racines dont l’un des termes est 


(a—x)(b—x)...(g — x) 
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Oron a 


F'(h)={(4— a). (4 — g)] [C4 — à SNS 
et il résulte de ces formules que les produits 
(a) FEB PUR), Fa (OT JE) 
ont respectivement pour valeurs 
AUTO) 
(—1) 7 [(a—b}{a—eÿ . (g—n} (a —i) ….(a—2)]. (Ai). MAT), 
fret 
(—1) 7 [(a—b}{a—c)...(e—g}\K<f(a—2)...(a—2)].. [e—2).. (g—2); 
alors on aura, en désignant par À, un facteur indépen- 
dant de x, 


| AVR Re eee 
10 { 
| S,— - PS (a—b}'{(a—c})...(e—g) (zx—a)...(x—b)...(x—g); 


/?- 
il est évident (n° 232) que, dans le cas de u = m, ces for- 
mules doivent être réduites à 
V2 non (a—bÿ(a—c}...(A—71}, 
Âm 
(11) 
SE — b2 (a—b}(a—c}...(j—k}(x—a)(x—b)..(æ—#); 


m 


il faut remarquer aussi que pour p = 1, les formules (10) 
se réduisent à 


F'arrdr noblas {ar 4) (eh 


| S; er 
hi 


et que l’on doit faire en‘conséquence À, — 1. 


(12) 
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On voit, par la première des formules (10), qu'il ne 
nous reste plus qu’à déterminer la constante À. 


A cet effet, substituons, dans l'égalité 
(13) VV 0, — V,N 


les valeurs de V, et de Maui, urées de la formule (6) et 
de celle qu’on en déduit par le changement dep en — 7, 
on aura 


NS Qroohs VUl,. 0) Le à 


d'où il suit que l’on a, par la notation convenue, 











(14) SE —S,Q,—S,_:. 
Les formules (13) et (14) donnent 
Lu Q re Var ; Sur ; St 
ss rs Mr 9 ay | ee 9 
T'en Vu Su Qu Sy Qu 


d’où, par la multiplication, 


Sr Vy ds Der ie Et 
b. - H110 (: # 1 WT Lil À 
Su Vus Va S à Qu 








et on conclut de là, pour x =, 


S V 
F. AE op 
lim Ds Re SL: 
me "pi 
Ainsi les fonctions 
SEE A Mi SA S: V, 
RS Cat SA 
5, V7 Du Visite Si V 


se réduisent à l'unité pour x = « , et il en sera de même 
du produit de ces fonctions; en sorte que l’on aura 


Sy he 


FR (PONT ED): 


lim 
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Or le terme du degré le plus élevé en x, dans le produit 
S,., V,» a pour coeflicient 


He Ti 
I 2 
DFE | ÿ (ai pla ep. (g—#?| , 


pu 
ou 
P, 
À, À + | 
en adoptant les notations exprimées par les formules (3 ); 
on a d’ailleurs S; — 1, d’après les formules (12), et le 
coefficient de x” dans V est égal à 1. L'expression précé- 


dente se réduit donc à l'unité, et l’on a 
+ he 
Xhuti RTE 


il est évident que dans le cas de p — 1, le second membre 
de cette formule doit être remplacé par m°?, ce qui est 
conforme aux formules (3). On a donc 


— pee 2 ÿ Re 2 | ; Le ï 
Le ===21) À À: 0,9 h3 À Pire Am Am PE Lt 


d’où l’on conclut immédiatement les formules (2), ce qui 
achève la démonstration du théorème énoncé. 

Il faut remarquer que la quantité p,, ne figure pas dans 
notre analyse maïs nous introduirons cette quantité dans 
ce qui va suivre, et c'est pourquoi nous l'avons comprise 


dans le tableau (3). 


256. Nous allons faire connaître maintenant une con- 
séquence importante du théorème de M. Sylvester. 

Les quantités p1, P2, ps,... sont des fonctions symé- 
triques et entières des racines de l'équation V — o, et en 
conséquence elles sont exprimables rationnellement par 
les coeflicients de V. Si donc ces coefhicients sont réels, 
Pis Pes Ps... seront aussi des quantités réelles; dès 
lors les facteurs À:, À3,..., À, seront des nombres essen- 
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tiellement positifs, et on pourra les supprimer des for- 
mules (1) lorsqu'il sera question d'employer les fonc- 
tions V, V,, V.,..., pour la recherche du nombre des 
racines réelles de l’équation V—o qui sont comprises 
entre deux limites données. 

Cela posé, si N désigne le nombre des racines réelles 
de l'équation V —0o, N sera égal, d’après le théorème 
de Sturm, à l'excès du nombre #, des variations que pré- 
sente la suite V, V;,, V,...., pour x ——, sur le 
nombre , des variations que présente la même suite 
pour x = +, et il est évident que #, et ”, expriment 
aussi les nombres de variations contenues respectivement 
dans les deux suites 


1, + VAT a Das tee + (— 1)" Dm 
1 PDP. Pr2,-.. Pme 


La somme , + v, est évidemment égale à m: on a, par 
conséquent, 
m—Mm—=N, m+v, — 1m, 
d’où 
N—m—ov; 


2, est donc le nombre des racines imaginaires de l’équa- 
tion proposée, et de là résulte ce théorème : 


Le nombre des couples de racines imaginaires de 
l'équation V= o est égal au nombre des variations de 
signes que présente la suite des quantités 


to Pis Dis dois ln 


297. Dans un Mémoire qui fait partie du tome XII du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, M. Bor- 
chardt a donné au précédent théorème une forme très- 
élégante que nous indiquerons ici. 


? « 
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On a 


Qt 


PTE — b}(a —c}.. Te E}. 


ol 


le nombre des racines 4, b,c,...,g,h, qui figurent dans 
chaque terme étant égal à pr; on a vu d’ailleurs (n° 239) 
que le produit 

H(a—bj(a—c)...(g — À) 


est égal au déterminant formé avec les a? quantités 


L. 1. 1, CIE | 

4, b, ge sa gall 

v ? 2 2 

ds. '; LS “. < 2 TEE 
; 

3 3 3 3 

1% bi Ph ja 

EN te U —1 LU —1] UE 

a! Jp “ie SET ANT 


donc p, est la somme des carrés de tous les déterminants 


que l'on peut former en prenant L colonnes verticales du 





tableau 
17 1, 4 PR TLE NS 1 | 
a, d, cu LE Ai / 
Ga, b?, ce 4 fr, E Eu 
QT DEEE NE "ét À? T0 PR | 


qui renferme my quantités. Alors si l’on pose 

a; Et LU NUIT ho ET NT D +4 TRE PA 
de 

on aura (n° 244) 


Or &. n’est autre chose que la somme des puissances de 


),p 
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degré À + p — 2 des racines de l'équation V — 0, et nous 
ferons en conséquence 


AP VENT LE RP E 


on voit quep, peut être représenté par un déterminant 


de p? quantités, savoir : 


FE CHONMEART ONE Ve 

ÿ | , S) pr. ue 
D'AUES rT S e 
/ #. 29 39 2 D +1 

nu — 1? S 1 tes fans à 


La proposition que nous avons obtenue au numéro 
précédent peut alors être énoncée comme il suit : 


Tuaéorëme. — Soit proposée une équation V —0 du 
degré m. Des coefficients de cette équation déduisons 
les sommes des puissances semblables de ses racines, jus- 
qu’à l? ordre 2m— 2 inclusivement, et avec ces sommes, 
que nous désignerons par So; Si, S2,:.., Sem_oy JOTMONS 
les quantités ps, Pas... Pn ER posant 


Pi of — nt, 
| So » $1 
P2 FFE | ? 
| Si Sy . 











Pn — ) 


Sm—1 PUS NT Sim 
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l'équation V —o aura autant de couples de racines 
imaginaires qu'il y aura de variations de signes dans 
la suite 

1, Pis P2» -- .9 Pn: 


mi vs | 
CorozLaiRe I. — 77 y a au plus — Variations dans la 


SUULE XI, Pi Pos...s Pine 


CorozzaRE Il. — Pour que l’équation V = 0 ait 
toutes ses racines réelles, il faut et il suffit que les quan- 
tités 

P25 P35--.5 Pm 


soient toutes positives. 


Application du théorème de Sturm à une classe remar- 
quable d'équations algébriques. 


258. Considérons les m équations 


Gi = Ai Li on Pr eee + Ami Tmo 
SLI = ia li Qu M tee et Am, lime 
(1) 
e + + 4e LM mb te Diet _ à vegas nts, à LEUR | , 
ln = im Li ET am l2 eee À Am,m Lm) 


dans lesquelles les coefficients à sont des constantes 
réelles données satisfaisant à la condition 


di, j == ji. 


Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport 
aux variables æ, et si l’on désigne par lle déterminant 


AIRES" Ujigess.s Um, 


» 
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L’équation en g, l = 0, qui est du degré mn, sera le résul- 
tat de l'élimination des variables x entre les équations (1). 
Cette équation comprend comme cas particuliers celle 
dont dépend la recherche des axes principaux des sur- 
faces du deuxième ordre, ainsi que celles au moyen des- 
quelles on détermine les inégalités séculaires des éléments 
elliptiques des corps célestes. 

. Nous nous proposons ici de démontrer une propriété 
fort importante de Péquation l — o; elle consiste en ce 
que toutes les racines de cette équation sont réelles. On 
possède plusieurs démonstrations de cette proposition ; 
mais la plus remarquable est celle que M. Borchardt a 
présentée, dans le Mémoire que nous avons déjà cité, 
comme une application du théorème de Sturm. D’après 
ce théorème (n° 257), la réalité des racines d’une équa- 
tion dépend des signes de certaines quantités que l’on 
sait former ; dans le cas qui nous occupe, il se présente 
cette circonstance singulière, que chacune des quantités 
dont il s’agit est une somme de carrés. Nous croyons 
utile de reproduire ici la belle analyse de M. Borchardt. 

Maultiplions chacune des équations (1) par g et substi- 
tuons, dans les seconds membres, à gx, gXo,..., ga 
leurs valeurs tirées des équations (r), nous obtiendrons 
le nouveau système 


(@) (2) (2) 


LT = din li + don La Tes Ami mo 
2 4740) (2) (2) 
(2) LL Ars di + Aa,a do lee Hi Amia Lmo 
PT PT PRES PPT ROC PERRET à 
(2) (2) (2) 
L'Tm — im Li Mimi t ess À Gin,m Tr) 
* 
ou 
h=—m 
BOAT (7h, = i È 
CE ES Gi à = Ah,i Ah, j 
h —=1 
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Si l'on mult'plie chacune des équations (2) par g'et 
que l’on substitu'e à gx, gx:,... leurs valeurs tirées 
des équations {1}, on obtiendra un troisième système 
d'équations qui se d'éduira du système (1) en remplaçant 
g par g° et les quant.'tés a; ; par 


h=—m RO 0) — y 

4%? ES RER 

Fa FLO: FR p ah, ap. i— = À DIE 80 830 30 70), j' 
h—1 pese ADS 


En continuant ainsi nous obtiendrons le système d’équa- 
tions qui correspond a la puissance ème de RE 


(r) (r) (r) 
SALES Ans Ci HE Que ds Dee 
(r) (r) 
(r) g'a—af}x +alx +. + Ans Tm 
6 6, 14. ete: De, Ve .0 9 CERN MIN OISE ee T7 0 UT ne LE RE | 
(r) (r) (r) 
L'Lm— Ai, mi +Frai] m A2 Te Ha 484 


4 


OU 
Om km RC) =m 


eeslorgit at 
NU ee > > gts bà a, 0) a) 0)... a 
AU D LB) es AC); 


h=m 


de (r—1) 
Fe, D hi ah; 
h=1 


Si l’on multiplie les équations du système (r) par g” 
et qu’on substitue, dans les seconds membres, les va- 
leurs de gx, g'x:,... tirées du système d’équa- 
tions (r’), le résultat obtenu devra être identique avec 
le système d'équations (r+7r'), et on aura, en consé- 


quence, 
h—m 


Ag Aa nr) 
A MD BE: pi NE 


Rx 


SECTION II. — CHAPITRE IV. 579 


ou, en écrivant get r—gq, au lieu de r et 7”, 


h—m 

("RE (g) _(r—q) 

(3) Us 33 y 5 RTE 
h— 1: 


Cette équation (3) subsistera pour toutes les valeurs de q 
moindres que r, savoir, 1, 2,...,r—1; dans le cas des 
valeurs extrèmes, on doit supposer 


(1) 
(4) a, URL 


L'’équation (3) subsistera même pour les vaieurs 9 = 0, 
g =r, si l’on convient de faire 
a") — 0 uand À et j sont inégaux 
(5) “he: q 4 5 » 
1 dquand ie.) 
Cela posé, revenons à l'équation l'— 0; le premier 
membre F est ce que devient le déterminant 


Ù 17: Ap,93e..s Am,m 9 


lorsqu'on diminue de g chacune des m quantités 
ANNE, Een NOR 
On aura donc | 
RÉ ET — (ait ds Ms mn) ET hi 49 


et, par suite, la sommes, des racines de l'équation F — 0 


sera 
1— In 


MB Le a tif mer > GFY. 
RS 


En appliquant le même raisonnement au système d'é- 


37. 


5; 

Si 

S) 
AT 
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quations (r) qui conduit à une équation du degré m en 
g”, nous obtiendrons 


PET LE PE g 


HE 
où, à cause de l’équation (3), 


LU = M 


(6) S> 2h Das (D aie 


A Fi 


g ayant une valeur quelconque de o à r. 
Soit maintenant, comme au n° 297, 


So» Si S25 Ares S 


m—1 
LT Join La +» Sp 

Py SES S2 , S3 S; ) “prets Sy HI + À 
se us Borgo dt 'atelele res. ve L 6... L3 
$ Ê) 


pie EP Su, DU ci 200 


d’après l'équation (6), les quantités dont se compose ce 
déterminant peuvent être représentées de la manière 
suivante : 


=Y « @), Du, AO ANNEE D (e) DUT 
i,j ai ’; si a 11 HT ? Sy _— 1 5) 

2 (17 40) (1) AU (1) Ha 
= 1) 0%, = ce Gr 

AE FN à => « Re ‘ru Fig 
_V,0) ,(0 LV, ,0 Lu = Ya Gr Ote 1) 
TE La EEE Nr La té GA Set ET PE 0? 

PA TO NE End MU) ER EE 
=> «; LE DÉS dun) CS RE © 7: fe =D; A 


les somines se rapportant à toutes les valeurs 1, 2,..., m2 
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des indices à et j. D’après cela, si l’on fait 


i=m J=m 


CP ODOCNETE 


Le | = I 


on aura 
De — Lo,0 Li,1- RU Aer 


et, en appliquant aux um? quantités 


(0) (» (2) a T 1) 
(SHARE CE prié see 
EN CR Rem A 


le théorème du n° 244 (Conorrarre), on mettra P,, Sous 
la forme 


en G@) 0) 0) (=D ; 
(7) ass S be ns a: ŒR a in j" k a) ju | 2 


{u— 


0 QE +] D 4 7! S/5: s 
NE AE ne RE A ONCE D 


tèmes quelconques de deux indices à, j, et la somme S 


be jan représentant p sys- 


se rapportant à toutes les combinaisons y à x des m° sys- 
Homes 7.7. 

La formule (7) montre que chacune des quantités P, 
est une somme de carrés. Ces quantités sont donc toutes 
positives, et il en résulte, comme on l’a vu au n° 257, 
que l'équation F = o a ses mn racines réelles. 


Méthode de M. Hermite pour déterminer le nombre des 
racines réelles d’une équation qui sont comprises 
entre deux limites données. 


259. Nous nous proposons d’exposer ici une méthode 
extrèmement remarquable de M. Hermite pour.détermi- 
ner le nombre des racines réelles d’une équation, com- 
prises entre deux limites données. Cette méthode repose 
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sur les propriétés des fonctions homogènes du deuxième 
degré qui ont été établies dans ce Chapitre. 


Soient 
(1) Hi 0 
une équation du degré mn à coellicients réels, et 


A SR, 7e LE AQU 
ses m racines. | 
Désignons par t une indéterminée et considérons la 
fonction homogène du deuxième degré 


I 








FE. ; ACT + ar, + axe +... Ha"! Zn) 
(2) ax AY (ro + ba, + br + + ra ÿ? 
+ e Vas eo ete: » 0e se 7/6 dre éd au, Vin iolere at cie 'a_oûte e, ce “.e 


de er (as + le, + Pas +... test) 
des m variables xo; X1,-.., Xm_1. Il est évident que f 
est une fonction symétrique rationnelle des racines de 
l'équation (1); on pourra donc l'exprimer rationnelle-. 
ment par les cocfhcients de cette équation, et comme ces 
coeflicients sont supposés réels, la fonction f sera égale- 
ment réelle, pourvu qu’on attribue à l’indéterminée t des 
valeurs réelles. Au reste, on peut calculer très-simple- 
ment les coeflicients a;; de la fonction f ramenée à la 
forme 


iM—I J=m—-iI 
(3) TE > dj Titjs 
10 Ja 
On a effectivement 
nik pis ik 


PME LATE A Tour 








(4) LP AE 
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or, si l’on décompose la fraction rationnelle: 
FOTE NT) 
F(4) 
en fractions simples, on trouvera 
titi F'(#) ait bi+i i+j 


F(4) nn en sr Dani 











E (£) étant le quotient entier de la division de t#F'{+) 
par F(t); donc, si l’on désigne par F; ;({) le reste de cette 
division, on aura 

F;;(#) $à ati bi+i Li 


— ? 


F(#) ET eee Mai KE UE 











et, par suite, 
imMm—I1 j—=mMm—I 


D, Lo, AGAUN 
CARRE F4)? TES NY 2 F (6) Lau 
] —=0 


1—0 





Désignons par À, l’invariant de f; d’après ce qu’on 
a vu au n° 247, cet invariant sera égal au produit de 


I 


(a—1t)(b—t)...(l—:) 





par le carré du déterminant 


lequel est égal (n° 239) à 
H(a— bj(a—c)...(a—1)(b—c)...(4 —1); 
on a donc 


(a—b}(a—c)...(a— 1} (b— cc}... (4 — ET 
(6) An s'TT ENT à OUR ve 
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ce qui montre que l’invariant de f ne sera Jamais nul si 
l’équation proposée n’a pas de racines égales. 

On peut encore tirer l'expression de À,,_, d’une autre 
considération qui fournit en même temps l'invariant 


A 


Mm— fr 


de la fonction à laquelle se réduit f, quand on y suppose 
nulles les  — 1 variables 


Tm—is Lm23-.. 3 Tm—p+1 


La fonction dont il s’agit sera donnée par la for- 
mule (3), si l’on suppose que les indices z et j ne varient 


que de o à m— p.; la formule (4) donnera les coeflicients 
a;,;, et comme elle peut s’écrire 
ai bi li 


bi ARSRUTEN 
pr ÉTAT 4 Le l'=24 











CIM LC à ? 


/ 


lJ’invariant A, sera égal (n° 244) à la somme des 


produits obtenus en multipliant l’un par l’autre les déter- 
minants formés respectivement avec m1 —f4 +1 colonnes 
verticales des tableaux dont les lignes horizontales sont 
représentées généralement par 


et 
al bJ li 
LS RE 
LI CDR RES TT : 








chacun des indices z et j ayant les valeurs o, 1,2,...,m—y. 
Si l’on suppose que les racines 


RE Etes, NEC 


soient au nombre de m— +1, le premier des détermi- 
nants dont il s’agit sera égal à 


E(e — D) (ae) CNE = 0) (A, 
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et le second sera égal au quotient de la même expression 


par 
(at) ae ds 


on aura donc 


_Qoi(a—0b}{(a—c}...(a—Rh}...(g—Rh} 
(gspqu. > (RTr) (OU —r) 





le signe > se rapportant à toutes les combinaisons 


M— +1 à m—y+1 des m racines a, b,c,..., L. 
Enfin, si l'on suppose que toutes les variables de f s’an- 

nulent à l'exception de x,, et qu'on désigne par À, le 

coefficient du carré de la variable restante, on aura 


I 
8 ab = LR Bite à 

) Û CIRE + 

La fonction f étant réelle, elle peut être ramenée, comme 


nous l'avons vu, par une substitution réelle, à la forme 


Mess 2 


. 
m—i 


2 





2 A, A2 2 
(9) ee 


m—2 


260. Cela posé, nous démontrerons, d’après M. Her- 
mite, le théorème suivant : 


Taéonème. — Étant donnée l’équation F (z) = 0 du 
degré m, à coefficients réels et dont les racines sup- 
posées inégales sont a, b, c,..., l, soit la fonction 
homogène réelle | 


I 








Nes “Te (Z + arr Ha? La thus + 2 me 

I 
(1) + ET fx, +. bn bts RE pri 4) 
MUR EN) y D EUITE PORN LEON PATTES At 





disot 4 ro + de las Hess EE am) 
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des m variables 5, x1,..., «1 et dans laquelle t dé- 
signe une indéterminée réelle ; si, par une substitution 
réelle, on ramène la fonction f à une somme de carrés 
de fonctions linéaires réelles, le nombre des carrés 
affectés de coefficients positifs sera égal au nombre des 
couples de racines imaginaires de l'équation F (z) = 0, 
augmenté du nombre des racines réelles supérieures à t. 


D'après ce qu’on a vu au n° 259, l’invariant de la fonc- 
tion f n'est pas nul, et si l’on désigne par X,, X;,,..., X,,_ 
m nouvelles variables, les équations 


To + ar + ex +... + a" ar y —'Xvs 

(2) TR bre DE GREEN 
POS RORES DORE LE PP ERREERS re 
| + +<lae +. + Il ani Xe 


pourront être résolues par rapport aux variables x; en 
substituant ces valeurs, l'expression de f deviendra 


I 





k. I 
Xi + — X +... + 


(UE ue 


a —t l "Tor 


Si toutes les racines a, b, c,..…., L sont réelles, la substi- 
tulion (2) sera également réelle, et on voit que, dans la 
formule (3), le nombre des carrés affectés de coeficients 
positifs est précisément égal au nombre des racines qui 
sont plus grandes que £. D'ailleurs, toute autre substitu- 
tion, réduisant f à une somme de carrés, donnera le même 
nombre de coeflicients positifs (n° 254) ; donc le théorème 
énoncé se trouve établi, dans le cas où les racines a, 
b,..., l sont toutes réelles. 

Si les racines a, D, c,..., l ne sont pas toutes réelles, 
la substitution (2) ne sera plus réelle, mais il est facile 
d'en déduire une autre qui le soit. Car, supposons que a 
et à forment un couple de racines imaginaires conjuguées, 
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et que l’on ait 
a — r(cosa + W—1isinæ), b—r(cosæ— Y—1sin«); 


aux indéterminées X, et X, substituons-en deux autres Ÿ,, 


Y, telles, que 
LIRE S AS INR RSS ANS et RUE 


Il est évident que les deux premitres des équations (2) 
seront équivalentes aux deux suivantes : 


Lo + TZ COSa HT? r:COS2@ ++ rl rm COS (m —1)a = Ÿs, 


rt Sina + rx, Sn2at+...+r" ln, Sin (mm —1)a = Ÿ;, 


lesquelles ne renferment que des quantités réelles. On 
opérera de la même manière pour chaque couple de ra- 
cines imaginaires, et il est évident que la substitution (2) 
deviendra réelle par le simple changement de X,, X;,etc., 
Tr, IV CS Y, VE L, etc. 

Les deux racines imaginaires conjuguées a et b donne- 
ront dans f la partie 


I TAN I ”, dr ie 
Rue 0 Cet PE EE pen Là ml CN ETS 
l’indéterminée t étant réelle, posons 


T I 


b ER = p(cos?— V—rsins), 





nie (coso ENT sin o), 





TEL 


\ 


la partie de f que nous considérons deviendra 
g UNS RATE TRS f 
e[ (cs? S His sin :) (y, hs Ya Vi) | 
+] (eos 2 rain £) xd 


ou bien 
2 2 
2p (xc0s LMP Y, sin : 20 e, sin + + Y, cos :) ) 
DRE 2) 2 2 


ce qui montre que, par notre substitution, deux racines 
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imaginaires conjuguées introduisent dans f deux carrés 
dont l’un est affecté d’un coefficient positif et l'autre d’un 
coeflicient négatif. 

On peut donc conclure que toute substitution réelle qui 
ramènera f à une somme de carrés de fonctions réelles 
introduira autant de carrés affectés de coeficients positifs 
qu'il y a d'unités dans le nombre des racines imaginaires 
de l'équation F (z) — 0, augmenté du nombre des racines 
réelles supérieures à £; ce qui est précisément le théo- 
rème énoncé. 

Corozzaire. — S: l’on désigne par (t) le nombre 
total des carrés affectés de coeficients positifs dans 
la fonction f, le nombre des racines de l'équation 
F(z)—o comprises entre deux nombres donnés t, et 
4 > t sera égal à (1,)— (ti). 

Car, si l’on désigne par N, le nombre des racines supé- 
rieures à {,, par N, le nombre de celles qui sont supé- 
rieures à {;, et par 21 le nombre des racines imaginaires, 
on aura, par le théorème précédent, 


HH)=N EI, MEI=EN LE 
d'où 
(4) + (4) —— N, A N,. 

261. Le théorème de Sturm peut être regardé comme 
un corollaire du précédent théorème. En effet, les quan- 
tités À, À,,..., À,_, étant définies comme au n° 299, 
la fonction f peut être mise sous la forme 

A DRE. 
FRERE ot 216 0 
Ÿ AR mir 7% 
le nombre désigné par (1) exprime donc combien il y a de 
quantités positives dans la suite 
av A, 1 A A 


mt Prat CC 0 
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Nous avons donné au n° 259 les expressions des inva- 
e . 9 S ® és 
riants An et l’on voit, en se reportant à ces expres- 


sions et au théorème de M. Sylvester, que si l’on désigne 
par V, la dérivée du polynôme V — F{4), et par V,, 
V:,..., V, les restes changés de signe que l’on déduit 
de Vet V,, par l'opération du plus grand commun divi- 
seur, on a 


A V, A, V: A; V; An Var 


— NS ; Er CERTA 





I V 4 A; ni Li A, "4 V: An—2 eu ND 





— — pe... 


donc le nombre (£) exprime aussi combien il y a de quan- 
tités négatives dans la suite 
VEN EReIVE 'e 


es ) 


SÉURONS Abe Ve à 





et 1l est égal, en conséquence, au nombre des variations 
contenues dans la suite 


V, V}, d'éphonri” Va. 


On conclut de là que le nombre des variations perdues 
par la suite précédente, quand on passe de 1 —t, à 

= ti > to, est égal au nombre des racines de l’équa- 
tion V — 0 qui sont comprises entre f, et {, ce qui est 
précisément le théorème de Sturm. La démonstration 
nouvelle de ce célèbre théorème est bien remarquable, 
car on n'y emploie, comme le remarque M. Hermite, 
aucune considération de continuité. 


262. J'arrive maintenant à la méthode pratique donnée 
par M. Hermite pour déterminer le nombre représenté 
par le symbole (t). D’après ce qui précède, il sufhira, pour 
remplir cet objet, de ramener à une somme de carrés, par 
une substitution réelle quelconque, la fonction désignée 
par f et que nous savons former. 
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Soient, comme précédemment, 
AYLOBRC). IRIS 
les m racines de l’équation proposée 
QG) F(z)=z+pirt + pan +,. pri + Pn—= 0; 
si l’on fait, pour abréger, 
p(z)—= do + 2x + zx, +... Hair, 
l'expression de la fonction f sera 


Re Ed CPI SLA Le TE 
a—t b —"4 lt 





(2) f— 


Désignons par 
À5 A Se I 
de nouvelles indéterminées, et posons 
D(z) = X0 + 2Xuh2iXs En HET TS 


Nous ferons en premier lieu la substitution propre à 
rendre identique, relativement à l’indéterminée z, l’équa- 
ton 

pa) (—t)b(z)— XanF(z); 
en égalant entre eux les coeflicients des mêmes puissances 
de z, on formerait les équations nécessaires pour expri- 
mer les variables x en fonction des variables X. Mais ce 
calcul ne nous est pas utile, et il suflit de remarquer qu’en 
remplaçant z par chacune des racines a, b,..., /, l’'équa- 
tion précédente nous donne | 


o(a) —(a—t)œ(a), p(b) — (b—+)æ(b), sk ser o(/)—(1—1) d (2). 


La fonction f définie par l'équation (2) se changera dès 
lors en une fonction $ des nouvelles variables, et on aura 


(3) —(a—t)®(a) +(b #8 (0) +... (11e (7): 
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Cette première transformation étant effectuée, nous en 
ferons une seconde définie par les équations suivantes, où 
Zos Z1-.+) Zn désignent les nouvelles variables, 


LR PPT on Pi m2 + P2 ms Fee + Pm—i 2) 
X: — Zm—2 eV P: Zmn—3 Hs. + Pm—2 Zo y 
(4) DV CAE + Pi 2m He se + Ps 209 


Xn2 —= 1 + Pi 23 


An + Zo: 


Le quotient de F (z) par z— a est évidemment 


gm—i + p: ze 2 | P: DURS Le et + Pn_1 | 2m, 
+ 4 + Pia T Pm-2 4 
: À a? + se ei € CCC TT | 
= an! 


et si l’on remplace, dans cette expression, les exposants 
de z par des indices de même valeur, on obtiendra, 
d’après les formules (4), le résultat suivant : 


Xo —- aX. #1 ax + + 12 pige, D el 
c'est-à-dire ® (a). D'après cela, on peut écrire 


F(z) 


pe 7 











F' 
Se) — 


CASE | sem 4 AU 


D (a) a 
pourvu que, les divisions ayant été exécutées, on remplace 
D'OR 2)..." barizé 2,7, .. Paréille- 
ment on pourra écrire 
F(z) F(z) 








d(a) — ; 


2 a ET EURE 


z!' étant une indéterminée à laquelle on doit appliquer ce 
qui vient d’être dit relativement à z, en sorte que, la divi- 
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sion faite, on remplacera toute puissance telle que z'” 
par z 

D’après cela, la formule (3) deviendra 


F= dar) Lg) sie 


AA CREER 





LL ® | . 
le signe © se rapportant aux racines @, b,..., l. Dans 


cette formule symbolique, le second membre est une fonc- 
tion entière des variables z et z'; on peut l'écrire de 
diverses manières, et le résultat définitif sera toujours 
exact, quand, la fonction $ ayant été ordonnée par rapport 
à z et à z/, on remplacera les puissances z', z/ par z;, z; 
respectivement. Cela étant, on a successivement 


F(2)F(7) D ee 
se (= Te ee) 
ES 
On a d’ailleurs 
D-v-13 = 20) 
à 


donc on a définitivement 


(5) qi (Er z) F’ (z a}E(e) D x € JEU 


ze 












































expression de laquelle ont disparu les racines a, b, c,.... 

Donc, pour avoir le nombre représenté par (t), il suf- 
fira de mettre le second membre de l’équation (5 ) sous 
la forme d’un polynôme ordonné par rappoft aux puis- 
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sances de z et de z’. On remplacera ensuite chaque 
puissance z° ou z° par z; et on obtiendra la fonction 
homogène , qu’on ramènera à une somme de carrés par 
la méthode connue; le nombre des carrés affectés de 
coeflicients positifs sera précisément (£). 

Lorsqu'on veüt avoir le nombre des racines de l’équa- 
on F{z) = o comprises entre deux limites t,, t, données 
numériquement, il conviendra le plus souvent, pour ob- 
tenir les nombres (#,) et (1), d'opérer sur les expressions 





. É ) 





[ 2 
dont les coefhicients sont tous numériques, et non pas sur 
l'expression générale qui contient l’indéterminée #. 
ExempLEe. Supposons qu'on demande Île nombre des 
racines de léquation 
232 HA G, 
qui sont comprises entre o et 1. 


On a, dans ce cas, en faisant abstraction du facteur 3, 


A (es) (er) (0321) —(e2') (221) (35) 


FRS 7 n 9 








et cette formule symbolique donne la formule exacte 


D? : n 
F—=ti— 32— 42 — 2 


ESS à = 
rate Ÿ'\, FACE 


Si l’on fait successivement { — 0, 1 — 1, on obtient les 
deux fonctions homogènes 


22— 2 — 927 +422 —(2%— 4) —(2—22) + 3z;, 


2 
[l 
—227—D3 7 +ozz+hss——{(s—22)—(2—2) — 2. 


I. 38 
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Il y a deux carrés aflectés de coeflicients positifs, dans 
la première de ces fonctions, tandis qu'il n’y en a aucun 
dans la seconde; donc l'équation proposée a deux racines 
comprises entre © et 1. 

On doit remarquer aussi que si l’on donue à & une 
valeur positive infiniment grande, la fonction $ divisée 
par t se réduira au polynôme 


— 325 — 4z — 3 +922, + 222, 


lequel peut être mis sous la forme 


l + g 
= Æ 1 
AIS (20 sq, z3)? — 2 (2 cn 7 | hr 2 — 2: 
L 2 2 


Comme on n'obtient, dans ce cas, aucun carré affecté 
de coefhicient positif, le nombre des racines supérieures 
à l'infini augmenté du nombre des couples de racines 
imaginaires se réduit à zéro. On peut donc reconnaitre, 
par ce simple calcul, que l'équation proposée a toutes ses 
racines réelles. 
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CHAPITRE V. 


DÉVELOPPEMENTS RELATIFS A LA THÉORIE 
DE L'ÉLIMINATION. 


Des fonctions symétriques et rationnelles des solutions 
communes à plusieurs équations. 


263. Nous avons exposé dans le Chapitre I‘ une mé- 
thode fondée sur la théorie des fonctions symétriques, 
pour l'élimination d’une inconnue entre deux équations, 
et nous en avons déduit pour ce cas particulier la démons- 
tration du théorème de Bezout relatif au degré de l'équa- 
tion finale. On peut établir ce théorème dans toute sa gé- 
néralité en suivant la marche indiquée par Poisson dans 
le XI° cahier du Journal de L'École Polytechnique. 
Nous commencerons par étendre au cas d’un nombre 
quelconque d'équations la méthode d'élimination par les 
fonctions symétriques, précédemment exposée.pour le cas 
de deux équations seulement. Cette extension repose sur 
la considération des fonctions symétriques des solutions 
communes à plusieurs équations, fonctions dont nous 
allons d’abord nous occuper. 

Pour éviter les difhicultés que peuvent présenter les cas 
particuliers, nous ne raisonnerons ici que sur des équa- 
tions générales dont les coeflicients demeurent indéter- 
minés. 


264. Cas DE pEux ÉQUATIONS.— Soient deux équations 


Ci 0, Fed 


CS 
CO 
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entre les deux inconnues x et y, et 


(x: T1) ERA 18 479 ee Ya) 


les systèmes de solutions communes à ces deux équations. 
On nomme fonction symétrique de ces solutions com- 
munes toute fonction qui ne change pas de valeur quand 
on y permute les groupes (x, y1), (x2:Y2), etc., les uns 
dans les autres; nous considérerons seulement les fonc- 
üons symétriques rationnelles. Une fonction de cette 
espèce est toujours exprimable rationnellement par les 
coefficients des équations proposées. 

Par un raisonnement tout semblable à celui que nous 
avons fait au sujet des fonctions symétriques des racines 
d’une équation à une inconnue, on fera voir que la déter- 
mination d'une fonction rationnelle et symétrique des 
solutions (x; y1), (Xe Y2), etc., se ramène à celle de fonc- 
tions symétriques entières, homogènes, et dont les diffé- 
renis termes se déduisent les uns des autres, en changeant 
les indices des lettres x et y, mais sans changer leurs 
exposants. Les fonctions symétriques auxquelles on est 
ainsi ramené seront dites simples ou du premier ordre, 
doubles ou du deuxième ordre, ete., suivant que chacun 
de leurs termes contiendra les lettres d’un, de deux, etc., 
groupes (717,), (X2Y2), etc. La forme générale des 
foncuions simples sera 

2 y + sy +. + xl ÿ 


L'Ege 


p ou q pouvant être nul. Nous représenterons une pareille j 
fonction par Dar 77. La forme des fonctions doubles 
sera 


>) A pl U ’ nf 
zPylx! 71 + y»? y x! y 1 2 


CORNE STE) CA Ce A L'RR 
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s la représc Die : PAT RE Vélet ain d 
ous la repreésenterons pat X Y,X, 7, et ainsi de 


suite. 
Voici la méthode donnée par Poisson pour calculer la 


AA ts e LE ,,9 
fonction simple Ÿ x! AS + 


Désignons par t une nouvelle variable, par & une indé- 
terminée, et posons 


t—=r+ay, d'où æ—t— ay; 


en substituant cette valeur de x dans les équations pro- 
posées, celles-ci deviennent 


— 


RE ONE (tes air rie o 


et, en éliminant y, on a une équation finale en £, 


Ÿ (4, Rj = 0, 


qui contient dans ses différents termes l’indéterminée a. 
Cette équation en {a pour racines 
PORT QU es OP Mo LI Es 0 Gects À las 

et elle est, par conséquent, du degré 7. D'ailleurs, la 
somme des puissances semblables de degré u des racines de 
l'équation en £ peut s'exprimer rationnellement (n° 171 } 
par les coeflicients de cette équation, c’est-à-dire en fonc- 
tion de & et des coeflicients des équations proposées. On 
aura donc 


12 


(a + a Yi)” + (rs + a ya" +... Has + ai) 
A, + À, + Asa, . …, 





formule où A,, A;, etc., désignent des quantités connues 
et exprimées rationnellement par les coefhicients des équa- 
tions proposées. Cette équation ayant lieu quel que soit, 
les coefficients des mêmes puissances de & doivent être 
égaux dans les deux membres, et il en résulte cette suite 


pe, à | « r 
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d'égalités : 
Ü | id 1. 
LT + Tr =, , . — x ma: à 


(Let 


” F et . BI 1 
— LT J { + l, J2 + est —- T, Ya ge A 


qui feront connaître les fonctions simples DE de degré 
P+q—=+bL. 

Le calcul des fonctions doubles, triples, ete., peut être 
exécuté de la même manière que dans le cas des fonetions 
symétriques ordinaires. Par exemple, pour avoir la fonc- 


- ! Le L2 L 

üon double DT Le y?, on multipliera ensemble les 
. . La ! . 

deux fonctions simples Der et De y”; le produit 


. . ( (4 
se composera de Ja fonction simple Ÿ AE A A dn et de la 


fonction double qu'on veut trouver. On aura donc 


26 NU AS LME pe! PR, DT. étais rP+P' ,49+4 
Dpt PS pe te Y #, ii RS 


Seulement, il faudrait ne prendre que la moitié de cette 
valeur, si l’on avait à la fois p'= p, q'=,q. 

Les fonctions triples, etc., se calculeront d’une manière 
analogue. 

Ce qui précède suflit pour établir, comme nous l’avions 
annoncé, que les fonctions symétriques et rationnelles des 
solutions communes à deux équations peuvent s'exprimer 
rationnellement par les coefficients de ces équations, et 
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l’on voit que leur détermination exige seulement l’élimi- 
nation d’une inconnue entre deux équations. 


265. Cas D'UN NOMBRE QUELCONQUE D'ÉQUATIONS. — 
La même méthode s'applique à un nombre quelconque 
d'équations. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de 
trois équations à trois inconnues 


f(x, ml 0, (Ts F5 3) 0) w(x, 7150; 
et soient 
COMENT ON ROSE TON) PCA TR RE 2 


les systèmes de solutions communes à ces trois équations. 
Conservant la classification que nous avons adoptée des 
diverses fonctions symétriques, la forme générale des 
fonctions simples sera 


Fe AR LL LANIT EX ea RTS 
RE Mn REA M ne CT A 


n? 
celle des fonctions doubles sera 


PRO AS Er 
"2 æ Yale A 


et ainsi de suite. Et c'est à la détermination des pre- 
mières que se ramène celle de toute fonction symétrique 
et rationnelle. 


Désignant par t une nouvelle variable, par « et 6 deux 
indéterminées, nous poserons. 


= r+ay +6z, d'où x—t—. xy— 632. 


Ayant substitué cette valeur de x dans les équations pro- 
posées, nous éliminerons y et z ; nous obuiendrons ainsi 
une équation finale en t, 


TE %s 6) — O0, 
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contenant les indéterminées & et 6, et dont les racines 
seront 


T+aÿi +6, LH aYit 62,3 An + 2 Ju + 6%. 


La somme des puissances v”°* de ces racines pourra s'ex- 
primer rationnellement par les coefficients de l’équation 
en t, c'est-à-dire en fonction des indéterminées & et 6 
et des coeflicients des équations proposées. On aura ainsi 
uné équation de la forme 


D. 
D'intar+en) — Y Afat0) 


où le coeflicient A,,, désigne géuéralement une quantité 
connue. Le signe somimatoire Z du premier membre s’é- 
tend aux z racines de l'équation en t, celui du second 
membre à toutes les valeurs de 4 et de r, telles que 


q + TZ Où 2 $ Le 


En posant p—u— q—r, et égalant les coeflicients de 
a 6" dans les deux membres, on aura 
1 RO ES L V'SPOVCS 


ee ———— . LA eree . A + 
(TES LED) A ON ONE Tes DA 2 


c’est la formule qui fera connaître les fonctions simples. 

Pour former les fonctions doubles, triples, ete., on pro- 
cédera comme dans le cas de deux équations. La forme 
du calcul est la même, et l’on voit qu’en général les fonc- 
tions symétriques et rationnelles des solutions communes 
à plusieurs équations s’exprimeront toujours rationnelle- 
ment par les coeflicients de ces équations. 

Il faut remarquer que la détermination des fonctions 
symétriques des solutions communes à trois équations 
exige l'élimination de deux inconnues entre trois équa- 
tions, et généralement la détermination des fonetions sy- 
métriques des solutions communes à À équations exige 
l'élimination de À — 1 inconnues entre À équations. 
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Extension de la méthode d'élimination par les fonc- 


tions symétriques, au cas d’un nombre quelconque 
d'équations. 


266. La méthode que nous allons exposer, d’après 
Poisson, donne le moyen d'éliminer # —: inconnues 
entre À équations, lorsqu'on sait éliminer À — 2 incon- 
nues entre Â—;1 équations, et, par conséquent, cette 
méthode ramène tous les cas, en dernière analyse, à l’éli- 
mination d'une inconnue entre deux équations. 

Pour fixer les idées, nous considérerons quatre équa- 
tions seulement, entre quatre ou un plus grand nombre 
d'inconnues ; mais on verra sans peine que notre raison- 
nement est général et qu'il s'appliquerait sans modifica- 
tion au cas d’un nombre quelconque d'équations. 

Soient donc les quatre rte 


f(T3 Jo © PET 
Gi) Hi ua. 520, 
o(r, Vs 2 VIE HO 
D'(2, V8)  TACERR 


, 


entre quatre ou un plus grand nombre d’inconnues x, y, 
£, u, etc., et proposons-nous d'éliminer trois inconnues, 
x, }, 3 par exemple, entre ces équations. 
Considérons en particulier les trois premières des équa- 
tions (1), 
J(æ, s 
(2) F (x, Ÿ 


DO: Vi ARR TE 


n 


JU APTE IOS 


ù 


MUSRENT= D 


et, regardant x, y, z comme fonctions des autres varia- 
bles u, eic., désignons par 


. 2 LÀ f * A \ 
(pi: Ji Zi); (x, 2 2i)48 BE as Jn Zn) 
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les 2 systèmes de solutions communes aux équations (2). 

Cela posé, remplacons (x, y, z), dans la quatrième 
des équations (1), successivement par chacun de ces 
n systèmes, et désignons par V le produit des résultats 
ainsi obtenus, en sorte qu’on ait 


(3) V= Dai, Pis ti, M3.) D(tes Vas ns Uys..). darts 
l'équation 
(4) Vo 


sera l'équation finale résultant de l'élimination de x, y 
et z entre les équations {1),£ar cette équation (4) exprime 
la condition nécessaire et suflisante pour que les équa- 
tions (1) admettent un système (x, y, z) de solutions 
communes. D'ailleurs V est une fonction symétrique et 
entière des solutions communes aux équations (2); on 
pourra donc lexprimer rationnellement par les quan- 
tités indépendantes de x, y, z qui entrent dans les équa- 
tions (1). Pour cela, désignant, comme précédemment, 
par € une nouvelle variable, par & et 6 deux paramètres 
indéterminés, nous poserons 


t—xz+ay +62, d'où rx —t—a7l63; 


en substituant cette valeur de x dans les équations (2), on 
aura les trois suivantes : 


t — — 03; V2 Il, AT 


[ex 


| Ait 
ES Ca de Yo 2 No OI EU 
pé— ay — 62, Y;.2, U,...) oO, 


entre lesquelles il faudra éliminer y et z. C’est done à 

l’éliminauon de deux inconnues entre trois équations que 

nous ramenons l'élimination de trois inconnues entre 
, . CE . pa . e 

quatre équations. L'équation finale en + qui résulte de 
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l'élimination de y et de z entre les équations (5) aura pour 
racines | 


FT + (C2 —+- 62, Ly + Yo —+- Gas ONCE L'h —+- AVŸn + OZ 


et son degré sera égal à 7. Supposons cette équation for- 
mée, et ordonnons-la par rapport à t ; elle sera 


(6) EH pe Ep + prit + Pa = 0; 


P15 Pas etc., étant des fonctions rationnelles de «, etc., 
qui contiennent aussi les paramètres « et 6. Cette équa- 
tion (6) servira, comme nous l'avons vu précédemment, 
à calculer'les diverses fonctions symétriques des solutions 
communes aux équations (2), dont l'expression de V est 
composée, et le problème sera enfin résolu. 

Cette méthode conduit, dans les applications, à des 
calculs d'une longueur rebutante; mais nous allons en 
conclure aisément une démonstration nouvelle du théo- 
rème de Bezout, relatif au degré de lP’équation finale, ce 
qui est l’objet principal que nous avions en vue. 


Théorème de Bezout sur le degré de l'équation finale. 


267. D'après ce qui précède, z étant le nombre des 
solutions communes (x, y, z) aux équations (2), on ob- 
tiendra une équation finale du mème degré # en élimi- 
nant deux inconnues quelconques entre les équations (2). 
Cela est d’ailleurs évident à priori; car, à cause de la 
généralité que nous supposons aux équations, tout est 
semblable par rapport à x, y, 2, u, etc. Toutefois, il est 
important de faire cette remarque, parce que le contraire 
pourrait avoir lieu si l’on attribuait aux coefbcients des 
valeurs particulières. 


Lemme, — Sin désigne le degré de l'équation finale 
qui résulte de l'élimination de deut inconnues entre Les 
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trois premières des équations (1), et m le degré de la 
quatrième équation (1), le degré de l'équation finale 
résultant de l’élimination de trois inconnues entre les 
quatre équations (1) est au plus égal à mn. 


L'équation (6), qui résulte de l'élimination de y et z 
entre les équations (5), étant du degré », les coefficients 
Pis Pa, etc., sont des fonctions entières de u, etc., dont 
la première est au plus du premier degré, la deuxième du 
deuxième degré, etc. Cela posé, la somme des puissances 
semblables de degré x des racines de léquation (6), 


c’est-à-dire > (Xi + ay: + 6%: pa peut s'exprimer sous 


forme entière, en fonction des coeflicients p1, Pas ete., 
par une formule qui est au plus du degré w par rapport 
à u, etc.; donc, une foncüon symétrique simple, telle 


que DA z', de degré p+ qg+r=—=yp, s’exprimera 


par une formule qui sera elle-même au plus de ce degré y, 
par rapport à u, etc. Il résulte de là, et du mode géné- 
ral suivant lequel les fonctions symétriques et entières 
les plus compliquées se forment à l’aide des fonctions 
simples, que toute fonction symétrique et entière du 
degré u des solutions communes (x, Y1, 71), etc. aux 
équations (2) s’exprimera par une formule entière qui 
sera au plus du degré x par rapport à w, etc. Or, cha- 
cun des termes de l’expression de V, donnée par l’équa- 
tion (3), est le produit de puissances de «, etc., dont 
les exposants ont une somme mn — y inférieure à nn, 
par une fonction symétrique entière de degré y des solu- 
tions communes (Xi, Yi, 31), etC., aux équations (2). 
Donc, enfin, chacune de ces parties de V s’exprimera par 
une formule qui sera au plus du degré mn par rapport 
à u, etc., el, par suite, l’équation V — o sera au plus du 


degré min. 
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On pourrait faire à la démonstration précédente l’ob- 
jection que voici : Le raisonnement suppose que les 
coefficients: p;, P:, etc., sont entiers par rapport aux 
variables w, etc., ou, en d’autres termes, que l’équa- 
tion (6), qui est du degré n par rapport à chacune des 
variables {, u, etc., est de ce mème degré par rapport 
à toutes les variables. Or cela n’est pas tout à fait évident, 
quoique les équations (1) ou (5) soient supposées cha- 
cune la plus générale de son degré. Voici, ce me semble, 
la manière la plus simple de lever cette objection. Si 
quelques-uns des coefficients pi, p2, etc., étaient frac- 
tionnaires, quelques-unes des racines t de l'équation (6) 
deviendraïent infinies pour certaines valeurs finies des 
variables u, etc. Or je dis que cela ne peut avoir lieu, 
tant qu’on laisse indéterminés les coefficients des équa- 
tions (2) ou (5), et il suffit évidemment, pour justifier 
cette assertion, de citer un cas où cela ne soit pas. Sup- 
posons qu’on donne aux coefficients des équations (5) des 
valeurs telles, que chacune, restant du même degré, se 
décompose en facteurs linéaires de la forme 


t+ ay + bz+ cu +... + ll: 


on pourra exprimer chacune des racines # de l'équation 
finale relative à ces équations particulières, en fonction 
de u, etc., par les formules qui servent à la résolution 
des équations du premier degré; et ces valeurs de t, étant 
évidemment de la forme gr +...+ f, ne pourront de- 
venir infinies pour des valeurs finies de &, ete. 

On déduit aisément du lemme qui précède la démons- 
tration du théorème de Bezout. 


Tuéorime. — Le degré de l'équation finale qui ré- 
sulte de l'élimination de k — 1 inconnues entre k équa- 
tions est égal au produit des degrés de ces équations. 
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Soient, en effet, 


MS VINS OME SS PSENTE 


les degrés des À équations. Le degré de l’équation finale 
qui résulte de l'élimination d’une inconnue entre les deux 
premières sera égal à m,7mm,, ainsi que nous l'avons 
établi au n° 186 : donc, d'après le lemme qui précède, si 
l’on élimine deux inconnues entre les trois premières 
équations, le degré de léquation finale sera au plus 
Mi Mo XX Ms; OÙ M Me M3; de même, si l’on élimine trois 
inconnues entre les quatre premières, le degré de l’équa- 
tion finale sera au plus #2, mm, X<im, où mimamsm,. 
Et l'on voit, en continuant ainsi, que le degré de l’équa- 
tion finale qui résulte de l’élimination de k — 1 incon- 
nues entre les À équations sera au plus égal au produit 
des degrés de ces équations. 

On peut ajouter que le degré de l'équation finale sera 
précisément égal à ce produit, si les équations propo- 
sées sont chacune la plus générale de son degré, comme 
nous l’avons supposé. On s’en assure aisément en consi- 
dérant un système de À équations décomposables chacune 
en facteurs linéaires, ainsi que nous l’avons déjà fait au 
N'ATA 


, DK ; . ’ : s par . . 

Développement d'une fonction algébrique implicite 
en série ordonnée suivant les puissances décroissantes 
de sa variable. 


268. Les recherches que je vais exposer ici font partie 
d'un beau Mémoire sur lélimination, publié par M. Liou- 
ville dans le tome VE du Journal de Mathématiques. 

Soit 
(1) Max, VIEN ORPM = A 


une équation du degré #2 entre deux variables x et ». Si 
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cette équation est du, degré m par rapport à y, elle aura 
m racines 7, qui seront fonctions de x, et que nous nous 
proposons de développer suivant les puissances décrois- 
santes de x. En réunissant les termes de même degré, l’é- 
quation (1) pourra s’écrire de la manière suivante : 


(2) PA (Z) + DUR (:) HAT f, (2) = 0, 
T # à Æ 


” 
ou, en posant — —u, 
L 


(3) 2" fu) + a fifa) + a" f(u) +. ..—=0; 


f; fas Je, etc., désignent ici des polynômes dont le pre- 
mier est du degré m; les autres sont au plus des degrés 
m—1,m— 2, elc., respectivement. Dans le cas le plus 
général, ces polynômes sont précisément des degrés m, 
M —1,m— 92, eLC. 

Les m valeurs de u fournies par l'équation (3) sont des 
fonctions de x qui, pour x = « , se réduiront aux 2 ra- 
eines de l'équation 


(4) Fa) — 0; 
on pourra donc poser généralement 


(5) u—a+ke, 


! 


] = ee ‘ 
e s'annulant avec —- Nous nous bornerons au cas où les 
2 | 


racines de léquation (4) sont inégales, et, dans tout ce 
qui suit, celte hypothèse doit être maintenue. Portons 
dans l'équation (3) la valeur de w tirée de (5); on aura 


(KO) 2f(a He) + at fifa He) EL am fa + Es) +... — 0. 


Développant chaque terme par la formule de Taylor, 
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ayant égard à l'équation (4), et divisant par æ"7!, il vient 
Lez)f' (ei + (a) 
(7) J (ex) " { "1 
+ el — f (a) + (ex) f" (x) + fi(a) + UE 


L 1.2 


Il 
= 


faisons maintenant x — « dans cette équation, et dési- 
gnant par # la limite de ex, il vient 





(9) a f'(x) + f(x) = 0, 
d'où 

, doll à Lists 
(a RER A 


Cette valeur de a’ sera toujours finie, car, par hypothèse, 
l'équation f (x) = o n’a pas de racines égales. 

Puisque £x a pour limite la quantité &', dont nous 
venons de trouver la valeur, on pourra poser 





! 4 
EC Care 


d’où 


(10) E—— +), 


Ï . LL 
e’ s’annulant avec —: Par suite, la valeur (5) de w devient 
L 


3 ! F 
©. £ 
(11) RE 6249 Me 
TL ÿ 





TL 


C’est la série dans laquelle u se développe, quand on se 


£' 


borne aux deux premiers termes; — est le reste corres- 
“A 


pondant. 

On peut déterminer la limite du produit ex de la 
même manière que celle du produit ex. Si, en eflet, on 
porte dans l'équation (7) la valeur de €, tirée de (ro), 
qu'on multiplie ensuite par x, et qu’on ait égard à l’é- 
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quation (8), il vient 


(da) f'{e) + |& 


12 





#2 


F'{a) + x f(x) + A(a)| +E—o, 


en désignant par E une somme de termes qui s’annulent 
I -. LA . . 

avec —; faisant donc x — , et désignant par æ&/ la li- 
TL 


mite de sx, on a 


{r2) œ"f'(œ) + | 





I 


Fa) + fi (a) + Ale) | = 0, 


équation qui détermine la valeur de &/. 


Connaissant la limite à” du produit ex, on pourra 
poser 





d’où 


(13) Pa 


’ . , . » . 1 
el! étant une nouvelle quantité qui s’évanouit avec—e D'’a- 
TZ 


près cela, la valeur (11) de w devient 


: mt atialuer 
(14) de Le EST re M TRE 


c'est la série qui exprime la valeur de u quand on se 
/ 


/ 


. L1 6 
borne aux trois premiers termes; ri est le reste corres- 
“ 


pondant. 

On pourra obtenir ainsi autant de termes que l’on vou- 
dra du développement de u, et comme y = ux, on aura, 
par suite, autant de termes que l’on voudra du dévelop- 
pement de y; ona,en particulier, 


Mar Fer, 


(15) Y—=ax + a+ 6, 
a” ge” 
S=GLT ++ — + —: 
- | sign PA 
L 
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La deuxième de ces trois formules comprend toute la théo- 
rie des asymptotes rectilignes ; la courbe représentée par 
l'équation (1), où x et y désignent alors des coordon- 
nées rectilignes, a pour asymptote réelle ou imaginaire la. 
droite représentée par l’équation 


(16) | Y—=ax+ a. 


La différence &/ qui existe entre les coordonnées de la 
courbe et de l’asymptote est généralement un infiniment 


. . . I . 
petit du premier ordre, en considérant - [ui-même 
L 


comme un infiniment petit du premier ordre. 
La courbe représentée par l'équation (1) admet aussi 
pour asymptote l’'hyperbole que représente l'équation 


[4 


(17) J=azte +; 


si 
- . 2 & # 
mais dans ce cas la différence — des ordonnées des deux 
: FA 6 


courbes est un infiniment petit du deuxième ordre au 
moins. La courbe (15) pourrait être appelée asymptote 
du deuxième ordre de la courbe proposée; et, comme on 
peut pousser aussi loin que l’on veut le développement 
de y en série ordonnée suivant les puissances décrois- 
santes de x, il en résultera une infinité de courbes des 
degrés respectifs 3, 4, etc., et qui auront, avec la courbe 
proposée, un asymptotisme de plus en plus intime, 

On voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d'insister 
sur ce sujet, comment il faudrait modifier la méthode, si 
l'équation 


fifa h=20 


avait des racines égales, contrairement à l'hypothèse que . 


nous avons faite. 
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Formation de l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation d’une inconnue entre deux équations à deux 
inconnues. Nouvelle démonstration du théorème de 
Bezout. Somme des racines de l'équation finale. 


269. La méthode que nous venons d'exposer permet 
de former autant de termes que l’on veut de l’équation 
finale qui résulte de l'élimination d’une inconnue entre 
deux équations. Soient les deux équations générales 


| M(x, De, 
Nike Y$= 0; 


(x) 


des degrés m et n respectivement; en réunissantles termes 
de même degré, on pourra les écrire de la manière sui- 
vante : 


; f | / 
(+ (2) pr f, (2)+ær (Z)+ 0 
TL TZ TZ 
À 
[er (2) + a F, (2) + a" rF, (2) nf Mer Où 
T X T 


fs Ji as etc., sont des polynômes respectivement des 
degrés m, m—1,m—, etc.; F, F;, F,, etc., des po- 
lynômes des degrés n, n—1,7n— 3, etc. 

Boaenbo rs pe 0 lt y. les valeurs de y tirées de la 
première des équations (1); portons-les dans le premier 


(2) 


membre de la seconde, et désignons par V le produit des 
résultats ainsi obtenus, de manière que l’on ait 


(3) Nr; ri) N(z, Ya UN ETS 
l'équation finale qui résulte de l'élimination de y sera 
AE Né 


On calculera aisément la fonction V, en développant en 
série, suivant les puissances décroissantes de x, chacun 


39. 
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de ses facteurs, dont l'expression générale est N (x, y). 
Je dis même que, si l’on ne veut connaître que le premier 
terme de V, il suflit de borner les séries dont nous par- 
lons à leur premier terme; que, si l’on ne veut que les 
deux premiers termes de V, il sufht de connaitre les deux 
premiers termes des séries, et ainsi de suite. 

Supposons, par exemple, qu’on ne veuille connaître 
que le premier terme de V ; on a, en faisant comme pré- 


: 44 
cédemment u = —; 


N(æ2 7) = Fu) RER ILE ES 
Posons aussi, comme plus haut, 


Eee es D 4 


; He : I : À 
£ étant une quantité qui s’annule avec —; et &« une racine 
VA 


quelconque de l'équation 


on aura 





EDIDOUTEL/= 008 


fn CET EN 
zx" 
ou 
(4) Nix, (Tr) = tale ze 


pu . , e I 
E désignant une quantité qui s’annule avec -+ D’après 
A 


22 


cela, en représentant par 


Lis Hojeses Am 
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les m valeurs de &, on aura 


N(x, T1) Es x" F{a) + x! E,, 
N (æ, V2) 26 8 A CTS — tt E,, 


N (x, Ta AT, F(axm) FAT E»;, 
E;, E:,..., E, désignant des quantités qui s’évanouissent 


I . . . , 0 LU 
avec — Si l’on multiplie ces équations et que l’on ait 


A 


égard à l'équation (3), il viendra 


(5) MP (és ME (oc) FN) + LE 


r . r . 1 - 
H désignant une quantité qui s’annule avec — : 
TX 


Le premier terme de V est donc 
ARE (24) F( x}: .. Efaéhs 


on pourra Pexprimer en fonction rationnelle des coeffi- 
cients de F et f, puisque F(x;)F(x;)...F{«,) est une 


fonction symétrique et entière des racines de l'équation 
(a) OS 


Il suit de là que l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation de y entre les équations (1) et (2) est d'un degré 
égal au produit des degrés de ces équations. 


Remarque. — Si les coeflicients des équations (1) ont 
des valeurs déterminées, et que ces équations contiennent 
la plus haute puissance de y, l'équation finale résultant 
de l'élimination de y sera toujours V — 0, et l’on voit que 
le degré de cette équation finale sera encore égal au pro- 
duit des degrés des équations proposées, à moins que les 
équations ” 


Palo; FES 0 


Û ? « 
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n'aient une ou plusieurs racines communes, auquel cas 
ce degré s’abaïissera nécessairement. 


270. Pour avoir les deux premiers termes de l'équation 
finale V — 0, il faut connaitre les deux premiers termes 
du développement de N (x, y) en série. Pour cela, dans 
l’équation 

Nr, 7) = Ru) TERRITOIRE 


nous poserons 


4 LA 


Œ € 
U—=a+— + —) 
DA #3 


TA 4 d Q r e. ,’ . I 
e' désignant toujours une quantité qui s’évanouit ayec —; 
ZT 


& une racine de 
f{a) + 0$ 
et æ/ une quantité que nous avons calculée, et qui est 
déterminée par l'équation 
af) a RE 0; 
on aura alors 


DRE 6 LEE de pe ) tte Lee 2) + Fifa )JJ+artE, 


r» * . ’ . I 
E désignant une quantité qui s’annule avec —-: Cette for- 
gn: Ï Fe 


mule donne Le développement de N (x, y), borné aux deux 
premiers termes; en y remplaçant à par chacune de ses m 
valeurs, on aura 
N(zx;, ri)= x° F(a 1) UE Co Fa) + F, (a)] As 
N(x, 2) — 2" pe 2) + at, F'(œ2) + Fi(æ)]+ at E;, 


0... 6. où 67e ol 976 1e SN nis 5e «+: n'entre e vs, 210 


N(z, Yn) ve ZE (a SROTTE A Ed) + Fi (am) ] + AMTUE,. 
Dans ces équations, E,, E,, etc., sont des quantités qui 


, Q I 
s'évanouissent avec —; et &,, æ,, etc., sont les valeurs 
TZ 
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de «' qui correspondent aux valeurs #,, æ,, etc., de «. 
Multipliant toutes ces équations et désignant simplement 
par x”"-1H l’ensemble des termes dont le quotient par 


I 
x""T{ s’annule avec —> on aura 
VE 


V2" F (a) (2). +. F(am) 
æ'F'(ax) es Fi(a) 


+ mn—- 1 H. 
F (2) ë 





Hg F(a)F(æ) ARE F{an) > 


Dans cette dernière formule, la quantité H, qui est infini- 
: I : +560 
ment petile avec —; contient un nombre limité de termes, 
TL 


et l’on voit que le deuxième terme de V aura pour coeffi- 
cient 





Etat (ea). .F{ar) S°° a PAT ue k 


le signe > s'étendant à toutes les racines « de l'équation 
ARE 0 


D après cela, si l’on désigne par D x Ja somme des racines 


de l'équation finale en x, on aura 


c'F'(aæ) + Fix) 
Y:=-Y (a) 


fi() 
ei 


DS ormee 


On pourrait calculer ainsi autant de termes que l’on 





ou, en mettant au lieu de &’ sa valeur — ) 





voudrait de l’équation finale V —o; par suite, cette 
équation tout entière : seulement les calculs deviennent 
de plus en plus compliqués, et nous devons nous borner 
à ce qui précède. 


on 
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271. Au lieu de porter dans l’équation N = o les va- 
leurs de y tirées de M = o, afin d’avoir l’équation finale 
V — 0, on aurait pu faire l'inverse, porter dans léqua- 
tion M — o les valeurs de y tirées de N = 0; mais alors 


on aurait eu une autre expression de la somme D des 


racines de l’équation finale, que l’on peut écrire sans 
faire de nouveaux calculs. Il est évident, en effet, que 


l’on aura 
6) ais 
2 = DEEE EX FT - y 


les sommes du second membre s'étendant à toutes les ra- 
cines 6 de l’équation 





Elan 


En égalant entre elles ces deux valeurs de mi on obtient 


fi (a) F'(a) 
D ee 4 


les sommes du premier membre étant relatives aux ra- 
cines & de f (4) = 0, celles du second aux racines 6 de 
F (6) — 0. Dans cette formule, qui exprime un théorème 
d'analyse, f et F désignent des polynômes quelconques, 
qui n’ont pas de racines égales, ni de racines communes; 


F’ 








Fée DETTE T4 6) 
Fa) où is F'(6)f(6) D. (8)” 


Ji et F désignent aussi des polynômes quelconques, mais 

de degrés respectivement moindres que f et F. 
Supposons que le polynôme F' soit égal à f,, et que F, 

soit identiquement nul; léquation précédente se ré- 


duit à 
LUS 65 (6) 
27e) 7 27e 6) 








ou même à 
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puisque chaque terme du second membre est nul, le 


signe pa étant relatif aux racines de F(é) — 0. Dans 


l'équati ‘céd le si Ÿ' s'étend 
equation prece ente, 0 SISne n ÉIeU aux racines 


a de f(x) — 0, et F désigne la dérivée d’un polynôme 
quelconque F de degré inférieur à f'; par conséquent, 
F'est un polynôme quelconque de degré inférieur à f”. 
La formule précédente résulte aussi, comme nous l’avons 
vu, de ceile qui donne la décomposition des fractions 
rationnelles en fractions simples. 


Développement, en séries ordonnées suivant les puis- 
sances décroissantes de la variable, de plusieurs 
Jonctions algébriques définies par autant d’équa- 
Lions. 


272. L'analyse que nous venons de développer peut 
être aisément généralisée, et étendue au cas d’un nombre 
quelconque d'équations. 

Soient 


{1) Mix, Rae 0S N (x, MA) — 0 


deux équations générales des degrés m et n respectivement 
eutre les trois variables x, y, z ; la première x étant con- 
sidérée comme indépendante, les deux autres y et z en 
seront des fonctions. En réunissant les termes de mème 
degré, les équations (1) pourront s’écrire de la manière 
suivante : 


MON TA) (2 :) + zou (2 
COL vA 


, zZ Z 
70h É er 2: 2), 
| WADE 2 HE 


8 | & 
Le 
+ 
| 
© 


(2) 
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A 


ou, en posant = U, = Vs 
( ROUES o) mL FA en 4 (u, o) SIREN 





ss | Fu; ep) + ir, (a, »)-RmESp 
Jet F sont des polynômes des degrés m et 7 respective- 
ment, entre les variables w et sv; f; et F, sont respecu- 
vement des degrés m—7+1 et 2 — 1, et ainsi des autres. 
En vertu des résultats précédemment obtenus, le 
nombre des solutions communes (u, ») aux équations (3) 
est nn, ainsi que le nombre des solutions communes 
(x, 6) aux équations 


(4) (a, sp Fa, 6) 03 


et les mn systèmes de solutions communes des équa- 
tions (3) se réduiront, pour x — æ , aux nn systèmes de 
solutions communes des équations (4). On pourra donc 
poser généralement 


(5) 1 





xs, P—6+n, 


pe RRQ Are ! 
e et n désignant des quantités qui s’annulent avec —+ Ces 
T 


quantités sont d’ailleurs les restes des séries dans les- 
quelles w et » se développent quand on borne ces séries à 
leur premier terme. Pour calculer les limites des pro- 
duits ex, 1x, nous suivrons la même marche qu’au 
n° 268. En portant dans les équations (3) les valeurs de « 
et p, tirées de (5), et ayant égard aux équations (4), on a 


1 df Le 


| pn—i de 
da tu) +e [f(x 6) +... 10e 


| 


dr dF 
a 


ce nee) He TE (es 6) due 


En divisant ces équations respectivement par LITE 
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x"7?, faisant ensuite x — « , et posant 


ANINez, 6e NMmye, 
on obtient 


l 
Mbps Rae et, 
6 d'a dé 
{ 
) FA SEA à 
d' Sparte Ge +0, 


d’où l’on tire les valeurs suivantes de &! et 6’ : 


| af. dr 
er ren rva 


 dfdF  df dF’ 


A déWade de 


dE d 
PME RCA 


d'a da 


T dfaF df ar. 








\ 
En désignant par ec’ et n’ de nouvelles quantités infiniment 


. I 
elites avec —; on pourra poser 
P => on P P 


ET tes VAR 6 Ne ni 


et, par suite, 
! Là 6! ! 


LE RSEES NE fs LR 0—=6 + — + LE 
TZ DA TL vi 
on aura ainsi les deux premiers termes des séries dans 
lesquelles u et », ou y et z, peuvent se développer, et l’on 
voit aisément qu'on pourra, de la mème manière, obte- 
nir les termes suivants. 

Cette méthode s'applique, quel que soit u, au cas de 
—1 équations entre p variables, pourvu qu'on écarte, 
comme nous l'avons fait jusqu'ici, en raisonnant sur des 
équations générales, quelques cas particuliers qui peuvent 
se présenter. 1 
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Formation de l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation de deux, trois, elc., inconnues entre trois, 
quatre, etc., équations. Nouvelle démonstration du 
théorème de Bezout. Somme des racines de l'équation 


finale. 


273. On peut, par l'analyse précédente, former autant 
de termes que l’on veut, de l'équation finale qui résulte 
de l'élimination de deux, trois, etc., inconnues, entre 
trois, quatre, etc., équations. 

Soient, par exemple, les trois équations générales 


(1). Mr, x, 2) = OU N (ZE, Ÿ, 2) 0, RES 


des degrés m, n, p respectivement, entre trois inconnues 
X, Ÿ, z3 en réunissant les termes de même degré, ces 
équations seront : 


Z Z 

x ag à (7 ; :) += D HT] (2 = he — 0, 
TL L TL 111 
Ce Z 

x! (2, :) Le af (2. :) —- 0, 
L TL L T 
/ k / _ 

xPo (2,5) +, zPTo: (Zi) + Je SE 
TL TL L TL 


f; Fet o sont des polynômes des degrés m, n, p respec- 
tivement, par rapport aux deux variables qu'ils renfer- 
ment; fi, Fi, ®, sont respectivement des degrés m—1, 
n—1,p—1, et ainsi de suite. 

Désignons par 


(AE Z1)) Fy2) 2); Cas ÉYx Yan Zn 


les mn systèmes de solutions communes aux deux pre- 
mières des équations (1), et posons 


Vi Primo) Pt, RP (2500 os 


SECTION II. —— CHAPITRE V. Gar 


équation finale résultant de l'élimination de y et z entire 
les équations (1) sera 


Me 07 


et c'est cette équation qu'il s’agit de calculer. On y par- 
viendra en développant en série chacun des facteurs 
P{x,y, z) de V, evil sufhira de connaître autant de termes 
du développement de P qu’on en veut avoir dans V. Nous 
nous bornerons ici, comme nous l’avons fait dans le cas 
de deux équations, à calculer les deux premiers termes 
de V, ce qui suflit pour connaître le degré et la somme 
des racines de l'équation finale. 


L , ’ Z 
On a, en faisant, comme précédemment, T — He it 
ZT X 


P(x, 7,2) —zxPo(u,v)+xPto(u,e) +... 
et, si l’on pose 
U—u+e, v—=6+n, 
il vient 
Pr) TPE (x 6) TPE, 


: I RS | 1 
Es annulant avec —; ainsi que € et x. En mettant dans 
F4 


l'équation précédente, à la place de x et y, leurs mn va- 
leurs, il vient 


P Le 2) — XP o (œ 6:) Le TRE, 
P (TZ; Ja 2) —— XP o (32 6) —- TME:, 
P (x, Jnns Zmn ) 2e LP ON En Re TPE 
E,, E:,..., E,, étant des quantités infiniment petites avec 


I . 0 » « 
—. Enfin, en mulüpliant toutes ces équations, on a la va- 
w A 


leur suivante de V, 


Nr Po (a 6) pla 02). 0 (ans mn) + LP, 
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\ ; V4 . r . | I 
où H désigne une quantité qui s’annule avec -: Le pre- 
€ 
mier terme de V est donc 
LPO (er, Ont .@ (Gnns Ori }e 


Il suit de là que le degré de l’équation finale qui résulte 
de l'élimination de y et z entre les trois équations (1) 
est égal au produit des degrés de ces équations, ce qui 
fournit une nouvelle démonstration du théorème de 
Bezout. 

Si l’on veut obtenir les deux premiers termes de l’équa- 
uon finale V — o, il est nécessaire de calculer les deux 
premiers termes du développement de P(x, 7, z) en série 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de x. Pour 
cela, dans l’équation 


P{x; 7,2) —xPo(u,#)+ zoo (uv) . 


nous poserons 


ai el 
EEE — #3 
TZ 4 
e' né 
P—6+ — + —; 
T UA 


e' et n” désignant toujours des quantités qui s'évanouissent 


I . ,» , . , LA 
avec —, a” et 6’ des quantités déterminées par les équa- 
&é 


uons | 
ER NA 
D AA Ter “El 
a NUE VE 
RE EN 
ba Je esse 


La valeur de P{x, y, z) pourra alors s’écrire de la ma- 
nière suivante : 
P:(#; yi2) PQ 6) 


d 
+ xP— Ë En fe ÉNAELES qi (a | HU PTRES 


do 


du d$ 
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» * 4 . » ° I 
en désignant par E une quantité qui s'annule avec -; on 
D 


aura donc 
P (x, Yi 2 xbox 6) 


d'u TA 


me at à 
APE QE RE 


P (x, J'mns Zn) ER xPo (ann; ft} 


Es xP—! Ë d'P ue ge! do 





PE Lan 7e d Go 


22 
—- oi (es Em | — xp DT 


; . . d 
Dans ces équations nous avons mis, pour abréger, cn etc, 
œi 


do(æ, 61) 


au: 
valeurs de &’ qui correspondent aux valeurs &,, &,, etc., 


à la place de , etc.; à, a, etc., désignent les 
de «; enfin, E;, E:, etc., sont des quantités infiniment 
L] I L] L1 j ? . 
petites avec + En multipliant toutes ces équations, on 
U A 


aura la valeur suivante de V : 


= al p (a, 6:) pa 62). e E(Gmn Gi) 
! dy 6! de si 1 


Mie |) 


Crée dit oeet Ole lg te mn Omn 
AU p (is 81) g (x , 6 Jev ent 
"2 5 rai SU ja 





Ü » A: . I 
où H désigne une quantité qui s’annule avec —; et où le 
DA 


signe D: s'étend à toutes les solutions communes (x, 6) 
des deux équations 

PRE O0 MAG) = 10, 
Le second terme de V est donc 


do do 
RUES e! 
GENS 4 


aRP—1 o (or, 6) 9 (œn Grn ) > RARE FE PE 
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et si l’on désigne par © x la somme des racines de l’équa- 
tion finale V — 0, on aura 


, d'y , d& 


GG TrAN aé 4 
ZE ER 


En remplaçant, dans cette formule, &/ et 6’ par leurs 
valeurs écrites plus haut, et en faisant, pour abréger, 


RO 28 D 2e 


10 4f Maria 
B (Set RARES 


Cfa 6) = — — — — —,;, 


on aura cette Da 


fifa Fix, 6)B(«, 6 
>= -yier es > nec. 6) - , 


où les sommes du second membre sont relatives à tous les 
systèmes de solutions communes aux deux équations 
HAN = ON RESTE 

Le calcul des deux premiers termes de l'équation 
finale, qui résulterait de l'élimination de p — 1 incon- 
nues entre équations, n'offrira pas plus de difficulté, 
quel que soit p, que dans les deux cas particuliers qui 
ont été développés ; la marche à suivre est toujours la 
même, et l’on peut considérer comme générale la nou- 
velle démonstration que nous avons donnée du théorème 
de Bezout pour les cas de deux et de trois équations. 


Démonstration d’une formule de Jacobi. 


274. Pour obtenir l'équation finale V — o, nous avons 
porté, dans la troisième des équations données, les valeurs 
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de y et de z, tirées des deux premières ; mais on aurait pu 
opérer de deux autres manières différentes : par exemple, 
en portant dans la première équation les valeurs de y 
et de z, tirées des deux dernières, on aurait obtenu 


une expression différente de D x, qui peut évidemment 


ètre tirée de celle déjà trouvée, en changeant l’une en 
l'autre f et o, fi et 9, etc. On a donc 


fi(ys 9) (9 9)B(y9) +pi(79)C (7,0). 
D DD er > nas 0)A(7,0) 


mais ici les sommes qui figurent dans le second membre 
sont relatives aux solutions communes des équations 





F(79)—0, (7,9) —o. 


Egalons les deux valeurs trouvées pour Ÿ x, et suppo- 


sons que les polynômes F, et f; soient identiquement 
nuls; on aura 


32e? - ARE vi(73 9) >) (y; d ), 
p(æ, 6) f(9,9 j) A ) A (7,9 )” 


en se rappelant que le signe Ÿ s'étend, dans le premier 


membre, aux solutions communes de f(x, 6) —0, 
F(x, 6) = 0, et, dans le second membre, aux solutions 
communes de (7,9) — 0, @(7, 0) —o. On peut, dans 
cette formule, considérer les polynômes f, F et comme 
absolument arbitraires; et, quant au polynôme o,, il 
1 L2 . “ ‘ [1 . 
n'est assujetti, par notre analyse, qu’à la seule condition 
d’être d'un degré inférieur à celui de +. Supposons 


o(x, 6) = C(æ 6); 


3 


la somme du second membre de l'équation précédente 


I. 4o 
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sera alors relative aux solutions communes des deux 
équations 

F(y,9)=0, C(y,d) =o, 
et, par conséquent, chacun de ses termes sera identique- 
ment nul. On aura donc 


1 (& 6) 
Ce 


26 lrpasiéie (es 
AfAF SE d FIVE 


— —— — —— — 


da d6 da dé 


ou 


le signe © s'étendant aux solutions communes des deux 


équations 
files QE 0, F{a,6}=n0t 


Cette formule remarquable, où o, désigne un polyndme 
quelconque de degré inférieur à celui de # 5 he = 4 
est l'extension de celle que nous avons démontrée au 
n°217 et que nous avons renconirée de nouveau au n°271. 
Elle a été démontrée pour la première fois par Jacobi, et 
M. Liouville y a été conduit naturellement comme nous 
venons de le faire voir, dans ses recherches sur l’élimi- 


nation, 


Application de la théorie précédente à une question 
de Géométrie. 


275. M. Liouville a déduit des résultats qui précèdent 
la démonstration d’un théorème curieux de Géométrie 
que nous allons présenter ici : 


Taéorime. — Si l’on mène à une courbe algébrique 
la série des tangentes parallèles à une direction donnée, 
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le centre des moyennes distances des points de contact 
sera indépendant de cette direction. 

Soit 
M (x, y) —=0 
l'équation d’une courbe algébrique ; les coordonnées réelles 
ou imaginaires des points de contact de cette courbe avec 
les tangentes parallèles à la droite y — ax seront les 
solutions communes aux deux équations 


dM  dM. 


(1) M—o, D nn 


O. 

Si l’on pose À — u, et qu'on représente la courbe par 
T 

l'équation 9 (x, u) — 0, les coordonnées x et u seront les 


solutions communes aux deux équations 


de in d 
dx Z du 





y (x, u) =105 
Soit donc, conformément aux notations du n° 268, 


cn = RORPAMPAMETATE LEE, 20, 


Jr fi» etc., désignant des polynômes des degrés 7, 
Hi — 1, elC.; On aura 


do | 
Lu — nr"! f u) te (rm —— Lyon 7: (64) +, . , 
dx ; 
sd 
no 2° !{u) + at fl (u) +... 2 


et, par suite, 


do à —u do 





Er — = LUE (u) + ar E,(u) +... 
dx x du (&) (ue) 1 


en faisant, pour abréger, 


F(u)=mf(a) +(a—u)f'{u), 
(2) Fi(u)={(m—1)f(u)+(a—u)f{{u), 


40. 
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F(u), F,(u), etc., sont des polynômes des degrés m —1, 
m— 2, etc.; car dans F (u), par exemple, les deux termes 
du degré le plus élevé, qui proviennent de mf{u) et 
de (a— u) f'{u), se détruisent évidemment; et la mème 
chose a lieu pour F,(u), etc. 

L’équation finale qui résulte de l'élimination de y entre 
les équations (1) est la même que celle qui résulte de l’éli- 
mination de «w entre 


a" PRE at (Le) Po 
NT POEJSE PER D) EEE 


Si donc on désigne par Ÿ'x la somme des racines de 


l'équation finale, on aura (n° 269) 


a! F’ (a) + Fix) 
gpl 


le signe pà s'étendant dans le second membre aux racines 








de l'équation 


fc) = 0; 
et «' étant une quantité déterminée par l'équation 


fa) + f(x) = o 


Pour avoir l'expression de bar en fonction des quantités 


données f, fi, etc., diflérentions la première des équa- 
tions (2); on aura 


(3) E'(u)—={(m—i1)f'{u) + (a —u)f"(u). 
Les équations (2) et (3) donnent ensuite 


a'F'(a)+ Fifa) =(m—1)[a f(x) + f(a)] 
+(a—a)[e f"(2)+ fl (a)], 
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1 
O 


ou, comme la quantité &/ f(x) -- fi (x) est nulle, 

(4) aF(a)+Fi(a)=(a — a)[af" (a) + fi (a). 

On aura aussi, en faisant u — à dans la première des 
équations (2), et en remarquant que f'(+) est nulle, 

(5) F(a)—(a— a) f'{a). 

Des équations (4) et (5) on tire 


'(a)+ File) _ a f"(e) HS (0) 


Rec UC 


FEV rA Mu à 172) 


8 











par suite, la valeur de Ÿr est 


mi fa) + f, (x) 
2,5= > F'{a) x 








eton voit qu'elle est indépendante de a. La somme des 
distances à l’axe des y des points de contact de notre courbe 
avec les tangentes parallèles à la direction donnée est 
donc indépendante de cette direction; ce qui démontre le 
théorème énoncé, car l’axe des y est une droite quel- 
conque située dans le plan. 

La démonstration précédente semble en défaut lorsque 
l'équation f(&) — o a des racines égales; pour montrer 
que les conclusions sont cependant exactes dans ce cas, 
on peut employer un raisonnement dont nous avons déjà 
fait usage. I] suffira de changer infiniment peu les coef- 
ficients de f, de manière que f(æ)—o n'ait plus de 
racines égales, et de supposer ensuite ces changements 
nuls : on aura une courbe infiniment peu différente de la 
proposée, et pour laquelle 1: théorème aura lieu; d’où 
l'on peut conclure qu'il a lieu, à la limite, pour la courbe 
proposée elle-même. 


276. Le théorème précédent conduit à quelques consé- 
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quences intéressantes. Désignons toujours par x la 


somme des abscisses des points de contact d’une courbe 
algébrique avec les tangentes qui font l’angle w avec la 
direction des x positives, et faisons varier w de sa diffé- 


rentielle do ; comme D ne dépend pas de cet angle, 


Ÿ dr — 0. 


Mais, en désignant par ds l'arc infiniment petit qui a 
pour projection dx, on a dx = dscosw; par suite, 


on aura 


ds 
Ÿ dscosu — 0, ou — — 0, 
do 


; ds k 
puisque cosuw et do sont constants. SpA est la valeur du 
Six: 


rayon de courbure p; on aura donc 


PT 


les rayons p étant pris avec un signe convenable; on aura 


d 
To, ou Sr —0, 


p' désignant le rayon de courbure de la développée, et 
ainsi de suite. 


aussi 


En outre, si Ë et v représentent les coordonnées du 
centre de courbure correspondant au point (x, y), on a 


x = Ë — psine, J = VU + pCOSw; 


donc, en ayant égard aux formules précédentes, on a 


Z-=3e 2-2 


encore 
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c’est-à-dire que le centre des moyennes distances des 
points de contact d’une courbe algébrique avec la série 
des tangentes parallèles à une même direction est le même 
que le centre des moyennes distances des centres de cour- 
bure correspondants. 


277. M. Liouville a également donné dans son Mémoire 
la démonstration du théorème suivant, qui est analogue 
au précédent. 


Taéorème. — Si l’on mène à une surface algébrique 
la série des plans tangents parallèles à deux directions 
fixes, le centre des moyennes distances des points de 
contact sera indépendant des deux directions données. 


Si 
MPREX, 210 


est l'équation d’une surface algébrique, les coordonnées 
des points de contact de cette surface avec les plans tan- 
gents parallèles au plan qui a pour équation 


z = ax + by, 


seront données par les trois équations 


dM dM M dM 
Es Doris OÙ 


NM —— — = 0 
SRE nr, dz Mure dz 


I suffit, pour établir le théorème qui vient d’être énoncé, 
de calculer la somme des racines de l’équation finale qui 
résulte de l’élimination de deux inconnues entre les trois 
équations précédentes. En suivant la marche que nous 
avons tracée, on trouvera que cette somme est indépen- 
dante de a et de b. Ce calcul ne présentant aucune dif- 
ficulté, nous nous dispenserons de le présenter ici, et 
nous renverrons, pour plus de détails, au Mémoire de 
M. Liouville. On y trouvera, du reste, un grand nombre 
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de conséquences intéressantes que nous ne pourrions 
développer sans sortir des limites que nous nous sommes 
imposées. 


Sur l'élimination d’une inconnue entre deux équations 
dont les coefficients ont des valeurs particulières quel- 
conques. 


278. Nous avons fait connaître, dans le Chapitre I°" 
la méthode fondée sur la théorie des fonctions symétri- 
ques, pour former l’équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation d’une inconnue entre deux équations; nous avons 
démontré ensuite que le degré de l’équation finale relative 
à deux équations générales des degrés m et n respective- 
ment est précisément égal à mn, et que, dans aucun cas, 
ce degré ne peut surpasser le produit des degrés des équa- 
tions proposées. Nous sommes revenu sur cette question 
dans le présent Chapitre; mais, à l’égard des équations 
particulières, nous nous sommes borné encore, comme 
nous l’avions fait précédemment, à assigner la limite que 
ne peut dépasser le degré de l’équation finale. Nous allons 
indiquer ici, d'après M. Minding, un moyen simple de 
déterminer avec précision le degré de l'équation finale 
relative à deux équations quelconques données (*). 


Cas particuliers du développement d’une fonction algé- 
brique implicite en série ordonnée suivant les puis-: 
sances décroissantes de sa variable. 


279./Soit 
(1) M(x,7) A0) 


une équation entre les deux variables x et y: Les racines 





(*) Une traduction du Mémoire de M. Minding a été publiée dans le 
tome VI du Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
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y sont des fonctions de x, et si l'équation est complète, 
chaque racine, ainsi qu'on l’a vu au n° 268, peut être 
développée dans une série de la forme 


# M 
DE de CN GRR Ne 
“A T° 
en sorte que, dans le cas général, les racines y d’une 
équation à deux variables x et y sont du premier degré 
par rapport à x (*). Mais.il n’en est pas toujours ainsi, 
lorsque l'équation que l’on considère manque de quel- 
ques termes. Nous allons indiquer un procédé pour trou- 
ver généralement les degrés des racines y de l'équation (1), 
et pour former les développements de ces racines en sé- 
ries ordonnées suivant les puissances décroissantes de x. 
En ordonnant l'équation (1) par rapport aux puissances 
décroissantes de y, nous l’écrirons de la manière sui- 
vante : 


(2) AY +A,y" aid ’ Fo AT +. ; pÈe A:7" us ee 2 0, 
et nous désignerons par 


Ps Pis Mises Mises Lis Dis: 


les degrés des coefficients 
As A,, 5 RM A, te À;, A;,1, 


qui sont des fonctions entières de x. 
Cela posé, désignons par r un exposant indéterminé, 
par u une nouvelle variable, et faisons 


— Te. 
V2 


(*) On dit qu'une fonction y de x est du degré r, lorsque le quotient 


Nr. | 4. bu 
— n’est ni nul ni infini pour x =, 
Fa 
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l’équation (2) devient 

(3) A" um A, ar gi, HART +... HA =, 
ou, en divisant par À x””, 


—(m—m )r —(m—my)r —mr 
À, TL mi À} T Ajax: T 


—————————— |, QU ed du: — = O0; 
er A A g” A , 


dans cette équation, les degrés relatifs à x des coefficients 
des termes qui suivent le premier sont respectivement 


om) (Er) 


mm — M, 


(5) : sen LIU AE TEE 
| Lom—m) (RE rh m (EE). 
M — IN m 


Désignons par p, le plus grand des nombres 





Et NS hou A EN ent à 
M — M, mm — Ink m— m; m 
14 ms x . . . 
et supposons que PE FE soit le dernier de ceux qui sont 
m — mx 


égaux à p1. Si l’on fait r = p,, quelques-uns des nom- 
bres (5) seront nuls, mais tous les autres, et en particu- 
lier ceux qui suivent le A°”*, seront négatifs ; en sorte 
que, pour x —  , l’équation (4) prendra la forme 


+ + Bu — o, ou wkf{(u)=0, 

les coeflicients B ayant des valeurs finies et le dernier 
d’entre eux B, étant différent de zéro. Cette équation (6) 
a m, racines nulles, et m — m, racines finies et différentes 
de zéro. Il s'ensuit que, parmi les racines y de l’équa- 
tion (2), il y en a m1, dont les degrés sont inférieurs à ps, 
et m— m, dont les degrés sont égaux à p,. En outre, les 
premiers termes des séries qui représentent ces dernières, 


racines sont égaux aux diverses valeurs de «x! quand on 
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prend successivement pour & chacune des racines de 
l'équation 

TRS) = 0: 
Cherchons maintenant les premiers termes des séries 
qui représentent les m, racines y de degré inférieur à p.. 
En divisant l'équation (3) par A,x°#, elle devient 


A al Tr ÿ m m 
M LH + UR +... 
k 


Apale Ta), 
RES 2 
\ Az A} 





(7) 


les coefficients des termes qui précèdent u'# ont pour 


degrés 
| — (m— my) (EE me res 


m — M4 


k— hp 
My — My 


et ceux des termes qui suivent w # ont pour degrés 


LL, — LL} 
(mx — Ms) (Re — a ….….s 


(8) 





f 
(9 pi — pt Big 
| (me me) re mm | Ge. Mr). 
mx — my! m} 
Désignons par p: le plus grand des nombres 
Bi EX Ua — Pak Pit — UX 
Las - par secs mena LUCE ner mon mme 5 LU 0 À I ns M) 
My — 1H} Dig — 14! 14} 
Ut — IL} . . . 
ei supposons que : —. SOIT le dernier de ceux qui sont 
14 — My 


égaux à p2. Il est aisé de voir que p, est plus petit que p:. 
En effet, on a, par hypothèse, 





BE Lk » 
DER UE Pii | CSS < Pis 
M INR D = ip 
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et l’on en déduit 


HAE SAT CES 
«TG OÙ p: : 
EURE Paie Le où pr < Pi 


Si l’on fait r = p:, les nombres (9) sont nuls ou négatifs, 
et en particulier tous ceux qui suivent le (4'— k)*"* sont 
négatifs. On voit aussi que tous les nombres (8) sont né- 
gatifs ; car si g est <T k, on a, par hypothèse, 


CAES LI. }. TA 
1e PTT où OI «7 pi avec tai PL D sr P: . 
Mr Me NN ee M4 
: : A] 
d'où 
k— Hz KT Mo 
TRES OU ir €) en 
Me {1} Mo mm li) 


D'après cela, si l’oñ y fait r —p, et x — ©, l'équa- 
tion (7) prendra la forme 


(io) &"h+.,.,.+ Byu'#—o, où uw fi(u) =0, 


les coefficients B ayant des valeurs finies et le dernier B,, 
étant différent de zéro. Cette équation (10) a my racines 
nulles et m1, — my racines finies et différentes de zéro. Il 
s'ensuit que, parmi les racines y de l'équation (2), il y 
en a my dont les degrés sont inférieurs à p:, et m1, — my 
dont les degrés sont égaux à p.. En outre, les premiers 
termes des séries qui représentent ces dernières racines 


sont égaux aux valeurs de #x°* quand on prend succes- 
sivement pour « chacune des racines de l’équation 


f (a) AO 
En continuant aïnsi on déterminera les premiers termes 
des séries qui représentent les my racines de degré infé- 
rieur à p,. Ce que nous avons dit suffit évidemment pour 
établir le théorème suivant : 
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Tnéorime, — Étant donnée l'équation 
q 


AY” + AY" +. + AJ i+ Ain Oo, 


ordonnée par rapport aux puissances décroissantes 


de y, et dans laquelle les coefficients 
A, A, À, .… Ait 


sont des fonctions entières de x ayant respectivement 
pour degrés 
Pis Patte aisés, Phi-t10 


st p, désigne le plus grand des nombres 


BE PE Pit P 
5 its ) 
EE 117) I 119 [271 
Eh — 
et que ET soit le dernier de ceux dont la valeur 
M — My 


est P1, l'équation proposée aura m— 1m, racines de 
degré p1, et si kest <i+ 1, les m, autres racines seront 
de degré inférieur à p,. Si, en second lieu, p, désigne le 
plus grand des nombres 


Mt — Uk ba — Bit — Uk 
bi RE DÉS AE | mms D 4 4 © TI TEE Dar 
My — My My — My { my 
| Uy — tx ’ ’ 
el que “————— soit le dernier de ceux dont la valeur 


y — My! 
est P:, l'équation proposée aura m,— my racines de 
degré p:, et si k'est Li+1, les my autres racines se- 
ront de degré inférieur à p:. SE, en troisième lieu, p; dé- 
signe le plus grand des nombres 


Bi — Us — VU Vi4i — 
a —— —  ——— 2 ——— , a ————————e le © A GE 


7 y pl) 
My — ip Dig — No ITU 


EN — y - E 
EE soit le dernier de ceux dont la valeur 


el que 
q My — My 


est Ps, l'équation proposée aura my — min racines de 
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degré p:, et sik" est Li+1, les m,r autres racines seront 
de degré inférieur à p3. Et ainsi de suite. 


Quand on aura trouvé les premiers termes des séries 
qui représentent les diverses racines y de l’équation pro- 
posée, on obtiendra aisément et de la même manière au- 
tant de termes qu’on voudra de ces séries. Considérons, 


par exemple, une racine dont le premier terme soit æx", 


on posera 


y = ax? 5 20 


si la proposée n’a qu’une seule racine dont le premier 


terme soit «x°, la transformée en z n’aura qu’une seule 
racine de degré inférieur à p, et si la proposée a plusieurs 
racines ayant ax° pour premier terme, la transformée 
aura un parei] nombrede racines de degré inférieur à p.On 
trouvera les premiers termes de ces racines de l'équation 
en z, comme on a trouvé les premiers termes des racines 
de l'équation en y ; on connaîtra ainsi les deux premiers 


termes des racines de l'équation en y qui ont ax? pour 
premier terme. Et, en suivant la même marche, on cal- 
culera autant de termes que l’on voudra des racines de 
l'équation en y. 

ExEMmPLE. — Proposons-nous de trouver les degrés des 
racines y de l’équation 


(r,8)7°+(x,0)7+ (x, 9) + (r4)r + (r,3)r + (x, 4)=0; 


nous désignons, avec, Bezout, par la notation (x, x) un 
polynôme en x du degré 

D'après Le théorème que nous venons d'établir, il faut 
d’abord former les nombres 
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dont le D ur est = le dernier nombre égal à ce 
maximum occupant le deuxième rang, l'équation pro- 
posée a deux racines de degré =. Pour avoir les degrés 


des autres racines, il faut former les nombres 


. 5 L A 
dont le maximum est REY le seul nombre égal à ce 


maximum occupant le troisième rang, l'équation pro- 


posée a trois racines du degré — $ 


Formation de l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation d'une inconnue entre deux équations quel- 
conques à deux inconnues.— Détermination du degré 
de l'équation finale. 


280. Soient les deux équations 


mn 


(1) M{x, ÿ)= A7" + A," +... HAÎy'"i + Ain =0, 


A 


(2) N [ÈcR ab By" —- By" + + B;yi —- B;41 0: 


que nous supposons ordonnées par rapport aux puissances 
décroissantes de y, et dans lesquelles les coeflicients À, 
AÀ,,..., B, B,,... sont des fonctions entières de x. Il 
s’agit de former l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation de y. 

Désignons par ÿy1, Y:,..., YA les racines de l’équa- 
tion (1) résolue, par rapport à y, par 7%, 9,3, ns les 
racines de l'équation (2), et posons 


P—M{x, m)M{x, m)...M(x, m), 
Q—=N(z, N)N(xz, 7)... N(x, Yn): 
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On a 
gp » FE AT =) (ri a 
7, B(r—n)(7 — mr ns 


Mix, nm)= A (n: — Yi) (ni — Ya). . (nr —Yn); 
A (n2— Yi) (na — Ya)o (na — Yn) 


M (z, dan er À (nn — Ji) (nn — Ja) + (nn — Ym)° 


- 4 P , 2 e 4 
Il suit de là que x St égal au produit des différences 


qu'on obtient en retranchant chacune des racines Yy;, 
Vas. Ym de Chacune des Tan A 


trouverait de même que F est égal au produit des diffé- 


rences qu'on obtient en retranchant chaque racine n de 
chaque racine y, et comme le nombre de ces différences 
cst m7n,0na 


E Q 
CES A ee 
ou 
(3) B"P —(—1)"A"0. 


Or, P est une fonction entière et symétrique des ra- 
cines de l’équation (2), et ses coefficients sont des fonc- 
tions entières des coefficients de l'équation (r); donc BP 
est une fonction rationnelle des coefficients des équations 
proposées, et qui même est entière par rapport aux coeffi- 
cients de l’équation (1). Pour la même raison, A"Q est 
une fonction rationnelle des coefficients des équations 
proposées et qui est entière par rapport aux coefficients 
de l’équation (2). Donc, à cause de l'équation (3), B"P 
est une fonction entière des coefficients des équations (1) 
et (2), et, par suite, elle est une fonction entière de x. 
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Nous la désignerons par F (x), et nous alions montrer 
que 
(4) F(x) — 0 
est l'équation finale qui résulte de l’élimination de y entre 
les équations proposées. En effet, soit 4 une valeur de x 
répondant à la question, c’est-à-dire telle, que les équa- 
tions 

Mégi Te ON (dr) — 0 
aient au moins une racine commune; on a nécessaire- 
PMR DOUTE à PE 07e QE 0 ler, par suite; 
EF (x) = 0. Réciproquement, soit a une racine de 
F (x) — 0; à cause de 





BP — (— via A"Q — F (x), 


on a nécessairement P — o et Q = o pour x = a, et, par 
suite, les équations 


Ma, wr}=oMoN (ar 10 


ont au moins une racine commune. Ceci suppose toute- 
fois que À et B ne soient pas nuls en même temps, pour 
x = a; mais il est évident que les équations proposées 
admettent alors la solution commune x — a, y —  . Au 
surplus, on peut exclure ce cas particulier en changeant 
infiniment peu les coefficients des polynômes A et B sans 
changer leurs degrés; d’où il suit que léquation (4) 
n'aura jamais de racine étrangère, Et cette considération 
permet aussi de voir que si À et B ont un facteur com- 
mun, le polynôme F{x) sera divisible par ce facteur. 
Lorsque les polynômes A, A,,..., B, B;,..., sont cha- 
cun le plus général possible de son degré, les équations (1) 
et (2) n’ont pas de solutions multiples et ne peuvent 
acquérir qu'une seule racine commune y pour chaque 
racine de l'équation finale. Mais le contraire peut arri- 
P: 41 
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ver si les coefficients des polynômes À, A,,..., B, B,,... 
ont des valeurs déterminées. Dans ce cas, chaque racine 
de l'équation finale a le degré de multiplicité convenable; 
il suffit, pour s’en convaincre, de changer infiniment 
peu les coefficients des polynômes A, A,,..., B, B;,..., et 
de supposer ensuite ces changements nuls. 

Passons maintenant à la détermination du degré de 
Péquation finale. Pour cela, on cherchera les degrés p;, 
Pays. Pn des TACINES Yj, Vase.) Mn de l’équation (2), et 
l’on en conelura aisément les degrés À,, À,,..., À, des fonc- 
tions M{x, n,), M(x, n:),..., Mix, n,). Ces degrés À 
peuvent être fractionnaires, mais ils ne sont jamais néga- 
tifs, parce que le polynôme A;,, est au moins du degré 
zéro. Enfin, si l’on désigne par y le degré du polynôme B, 
il est évident que le degré de B”P ou F(x) sera 


MY + + hs +... x," sh 


Il peut arriver, dans quelques cas particuliers, qu'il 
ne suffise pas de déterminer les degrés p;, Ps,..., p, pour 
connaître A1, 2,,..., À,, et qu'il soit nécessaire de calculer 
entièrement un ou plusieurs termes des séries qui repré- 
sentent les racines »,, %:,..., %,+ Mais il est évident que 
ces cas particuliers ne peuvent se présenter que si la série 
dans laquelle se développe l’une des racines 1,, n2,..., %n 
coïncide, dans quelques-uns de ses premiers termes, 
avec la série dans laquelle se développe l’une des racines 


Jr DELL …., Ÿme 


Soient, pour exemple, les deux équations 


(r, 2)7t + (x, 2)7 + (x, 4) (x, 5)r F(x6}=0; 
(z,8)7°<+ (x, 6)7 + (r,9) + (x, 0) 7 + (238) EEE 


« ss A 
où (x, t) désigne, comme plus haut, un polynôme quet- 
conque du degré . 


SECTION 1I. — CHAPITRE V. 643 


Les degrés pi, Des Ps» Pa; ps des racines de la seconde 
équation ont ici pour valeurs 


11 
NE À 9 Mes NES 
2 
D'ailleurs, v — 8 et m — 4; donc le degré de l’équation 
finale est ici 
4.8 +ir+16 = 58; 


la limite assignée par le théorème de Bezout est 6.13 
ou 70. é 

Lorsqu'on a deux équations entre deux inconnues x 
et y, il peut arriver que l'équation finale résultant de 
l'élimination de y ne soit pas du même degré que l’équa- 
tion qui résulte de l'élimination de x. Effectivement, 
l’équation finale en x donne seulement les valeurs finies 
de x propres à satisfaire aux deux équations proposées, 
et si l'équation finale en y est d’un degré plus élevé que 
celle en x, il y a nécessairement quelques racines de l’é- 
équation en y qui correspondent à des valeurs infinies 
ou indéterminées de x. D’après ce qui a été dit précé- 
demment, il sera facile, dans chaque cas, de déterminer 
ces valeurs. 


FIN DU TOME PREMIER. 
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